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AVERTISSEMENT. 

La  première  Édition  de  cet  Ouvrage  manque  de 
méthode , et  conséquemment  de  ce  qui  fait  1® 
principal  mérite  d’un  livre  élémentaire  : elle  laisse 
à desirer  plusieurs  formules  qui , sans  être  exclu- 
sivement préférables  à d’autres , les  remplacent 
avantageusement  dans  la  résolution  d’un  grand 
nombre  de  questions  ; quelques  solutions  ne  sont 
pas  complètes  ou  assez  approfondies,  d’autres  sont 
pénibles  ; les  problèmes  de  l’espace  sont  mêlés  avec 
les  problèmes  à deux  dimensions  j enfin  la  notation 
est  souvent  défectueuse. 

Ainsi  regardant  ce  premier  travail  comme  non- 
avenu  , j’ai  refait  un  nouveau  Traité  plus  métho- 
dique, plus  soigné  et  plus  complet,  où  j’ai  mis  à 
profit  les  précieux  matériaux  que  j’ai  trouvés 
dans  les  Annales  Mathématiques  , rédigés  par 
M.  Gergonne,  professeur  au  Lycée  de  Nismcs  • 
dans  les  Élémens  d’ Analyse  géométrique  et  d’ Ana- 
lyse algébrique  , appliquées  à la  recherche  des 
lieux  géométriques  , par  M.  Simon  Lhuillier  , 
professeur  à l’Académie  de  Genève  ; dans  le  Re- 
cueil de  diverses  propositions  de  Géométrie , par 
M.  Puissant,  recueil  qui  se  recommande  par  le 
choix  des  questions  et  l’élégance  des  solutions  ; 
et  enfin  dans  quelques  Mémoires  sur  ^différons 


vj  a AVERTISSEMENT. 

points  d’analyse , répandus  dans  les  Journaux  de 

Sciences. 

C’est  dans  la  partie  de  ce  Traité  qui  s’applique 
à l’espace,  et  qui  comprend  six  des  vingt -un 
chapitres  de  l’Ouvrage,  qu’on  trouvera  les  addi- 
tions les  plus  notables,  et,  entr’aulres,  celles  d’un 
beat*  Mémoire  de  M.  le  professeur  Bourdon , ayant 
pour  titre  : Détermination  des  axes  principaux 
dans  les  surfaces  du  second  degré , et , en  par- 
ticulier, dans  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  de 
révolution. 

Cette  nouvelle  rédaction , terminée  depuis  long- 
temps, a été  soumise  à l’épreuve  de  l’enseignement, 
très-propre  à dissiper  les  illusions  de  l’amour- 
propre,  et  à faire  ressortir  les  défauts  d’une  com- 
position. Je  pense  donc  que  ce  Traité  pourra , dans 
l’état  où  il  est,  se  soutenir  auprès  de  ceux  de 
MM.  Lacroix,  Biot.,  Le  Français,  Poulet  - Delille 
et  Boucharlat,  auxquels  je  me  plais  à payer  le 
tribut  de  reconnaissance  que  je  leur  dois  pour  les 
emprunts  que  je  leur  ai  faits. 
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Fautes. 

h 

X = c-/i 

x"  -t-  x" 

*“  3 

A étant  la  tangente 

tant;  a. 

y i-t-tane3» 

AP  = ^.. 

B“=“\/ 

-»  + v f.«. 

a 

r* — •••••. 

(A  — C ) sin  ix  -f-  B cos  a*. . . 

^“78x 

AB  = sin  («*—*") 

Si  dans  l’équation  (ao) 

aNx  ■+•  Q 

aM/  

x*'  et  r'” 

+ C Çh+k) 

r'—(Y— r')4- 

i.i  corde  AN 

capable  d’un  angle 

aRA 

a<-FTF 

A 'Y—...- 

+ T 

semblables  DPB ? 

>/*  •+•  z -f*  z'a  -f* 

de  N en  C 

( fiS-  *76) 


Corrections. 


ch 

c — h 
a"  -f-  a: 
ar_  3 . 

a étant  la  tangente. 

. tans  a 

sin  a = — — • - • 

y i-f-tanc’at 

AP'  = x . 

B^:v/".Bv=y 

— n±  y/ 


or* — • 
(A- 


C)  sin  ax+B  cos  ax=  o. 


r = 


v'd' 


AB  = sin  (a.'"—*.")  A"  B". 
Si  dans  l'équation  (ai). 

_ aN-r'-f-  (j 
aM 

x’  " et  y 1 * = o. 
c ( h -f- k ). 
f’=-{r— /)’+■ 

la  corde  A'N. 
capable  de  l’angle, 
aBA 

a>-snrB;- 

A’r’  — • ♦ 

, B’ 

A1 

semblables'  OPA. 

= *y*  H-  r* 

de  N en  C (,fig.  1 7Î  )• 

(ü,ç.  176.;. 
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CHAPITRE  I "I  , '^r  ) 

Constructions  géométriques  et  problèmes  . 


1 . TjORSQb’un  problème  de  géométrie  est  énoncé  , on  le 
suppose  résolu , et  en  faisant  usage  des  théorèmes  de  la 
géométrie , on  lie  les  quantités  ou  lignes  inconnues  avec  les 
lignes  connues  par  des  équations  qui  servent  à évaluer  les  lignes 
cherchées  au  moyen  de  celles  qui  sont  données  , et  qu’on  a 
représentées  les  premières  par  x , y , z , etc.  , les  secondes  par 
a , b , c , etc.  , suivant  les  conventions  faites  en  algèbre  ; il 
reste  alors  à effectuer  géométriquement  les  opérations  indi- 
quées par  les  formules  des  inconnues  : c’est  ce  qu’on  appelle 
construire  les  valeurs  des  inconnues. 

Les  questions  de  géométrie  sont , comme  les  questions  de 
nombres  , déterminées  on  indéterminées  : dans  le  premier  cas , 
elles  peuvent  donner  lieu  à plusieurs  équations  qui  renferment 
alors  le  même  nombre  d’inconnues.  Dans  ce  chapitre  où  nous 
ne  traiterons  que  des  questions  déterminées  , nous  ne  suppose-* 
rons  qu’une  inconnue  , parce  que  , s’il  y en  avait  un  plus  grand 
nombre,  on  construirait  chacune  des  autres  suivant  les  mêmes 
principes. 
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a CONSTRUCTIONS.1 

a.  Proposons-nous  , en  premier  lieu  , de  construire  de# 
formules  monomes  , telles  que 


x = ■ 


ab 


« abc 


abcd  • 

x — — jt—  , etc. , 

VS 


dans  lesquelles  le  nombre  des  facteurs  linéaires  du  numéra- 
teur, excède  d’une  unité  le  nombre  des  facteurs  linéaires  du 
dénominateur  ; ensorte  que  toutes  ces  fractions  représentent  une 
ligne. 

La  première  représente  une  quatrième  proportionnelle  aux 
trois  lignes  données  ,c  , a et  b , qu’on  sait  construire.  ( Géom.) 

Pour  construire  la  seconde,  on  cherchera  une  ligne  k 
kc  . . 

et  on  aura  x = — : ainsi  deux  quatrièmes  proportionnelle* 
donneront  x. 

La  construction  de  la  troisième  exige  celles  de 
, ab  , kc  /d 

*=T-  '= J ■ * = ?• 

et  ainsi  des  autres. 

La  construction  de  i=  peut  être  ramenée  à la 

recherche  d’une  quatrième  proportionnelle  , en  écrivant 


(<*+  b)  {a— b) 


3.  Soit , en  second  lieu , 


abc  -f-  def  — ghi 


Im 


qui  revient  à 


Im  Im  Im 


après  avoir  construit  chacune  de  ces  fractions  comme  on 
vient  de  l’enseigner , on  ajoutera  les  deux  premières  lignes  , 
et  de  la  somme  on  retranchera  la  troisième. 


PROBLEMES  DETERMINES.  5 

Si  le  dénominateur 'seul  est  complexe  , ainsi  qu’il  arrive 
dans  la  fraction 

def 

X—  ab  + cd’ 

on  le  rendra  monome  en  égalant  le  dénominateur  qui  est  une 
somme  de  rectangles  , au  rectangle  «y  de  deux  lignes  dont 
l’une  a est  donnée , et  l’autre  y est  inconnue;  ensorte  qu’on  aura 


ab  -f-  cd  = ay  , d’où 


, j cd 

y = b + -> 


et  après  avoir  trouvé  y , on  construira , d’après  ce  qui  précède  , 

■ • ay 

On  s’y  prendrait  de  la  même  manière  pour  construire 
_ abc  -+-  def 


ab-\~cd 


Passons  à la  formule 


abc 9 -1-  hq 3 — mPp 

q*i — klq  -f-  cmd 

qui  représente  toujours  une  ligne  , parce  que  le  numérateur 
est  un  polynôme  du  quatrième  degré , et  le  dénominateur  du 
troisième  : on  posera  le  dénominateur 

q*i  — klq  -f-  cmd  = q‘y  ; 
d’où  l’on  tire , en  divisant  par  q *, 
kl  . cmd 

+ ~q~  ~y  ' 

cette  valeur  de  y construite  , on  trouvera  facilement  la  ligne 
abc1  hq  mhp 

x~ly  +J~Wÿ' 

Dans  les  cas  semblables , un  choix  convenable  du  facteur 


Digitized  by  Google 


4 CONSTRUCTIONS. 

de  y , rend  la  construction  plus  simple , et  conséquemment 

plus  élégante. 


4-  Ces  principes  suffisent  pour  la  construction  des  formules 
rationnelles.  Nous  passerons  aux  formules  radicales  qu’on  peut  , 
toujours  ramener  aux  deux  suivantes  , 

x = \/ab , x = I / a?  3z-b*. 


L’exprèssion  \/ ab  représente  une  moyenne  proportionnelle 
entre  a et  b , qu’on  peut  trouver  de  diverses  manières  au 
moyen  du  cercle.  La  ligne  x = b2  est,  comme  on  le 

sa,it , l’hypothénuse  d’un  triangle  rectangle  dont  a et  b sont  les 
deux  côtés  de  l'angle  droit.  Pour  construire  x = \/ a1 — b1,  fin 
décrira  ( fig.  1 ) sur  BC  = a , comme  diamètre  , une  demi-cir- 
conféreuce;  de  B , comme  centre,  avec BA  = b , comme  rayon  , 
on  décrira  un  arc  qui  coupera  cette  demi-circonférence  eu  A, 
et  la  corde  supplémentaire  AC=  y' a1 — b*. 

Soit  la  formule 


+ cd2 


b -+-  c 


qui  représente  toujours  une  ligne  , parce  que  la  quantité  sous 
le  radical  n’étant  que  de  deux  dimensions  , la  racine  carrée 
n'en  a qu’une.  On  fera 

ab*-\-cd*  ...  b2  . cd2 

-TT— = qy,  doù  y = — + 

on  construira  donc  y par  une  troisième  et  deux  quatrième* 
proportionnelles,  ce  qui  changera  la  proposée  dans  celle-ci, 

x — y'  ay. 

Soit , en  second  lieu , la  formule 

x — y*  a%  bc  \ . - r 
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PROBLÈMES  DÉTERMINÉS.  5 

en  posant  y'  = bc , on  a 

x = ^a*  ±y  : 

ainsi  une  moyenne  proportionnelle  donney=y'bc , et  le  triangle 
rectangle  donne  x. 

Pour  construire 

* r=  l/o’-M'+c’+eP, 

on  porte  à angles  droits  ( fig.  a) , AB  = a -,  BC  = b , et  on  a 
AP  = aa  -f-  è*  = y, 

ensorte  que  j ■ 

x a|  y/y  + c“  4-  d\  , „ 

Par  C on  élève  à AC  la  perpendiculaire  CD  = c , et  joignant 
A et  D , on  a ’**T‘  • 

AD  * — /+c'=B‘+i*+c>-î.; 

conséquemment,  % 

x = \/zy  -f  d% 

Par  D on  élève  à AD  la  perpendiculaire  DE  = c , et  joignant 
A et  E , on  a 

» * 

AE  = **  + d?  = a*  + J*  -f-  c*  + d', 

d’où  AE  =-  x. 

Pour  construire  , 

/ 

x — V ac  —fg  -hmq  + rd , 

on  pourra  faire  ac—fg+  mq-\-rd~ay  , d'où 
et  conséquemment, 

./ — i. 

, x = V a.y, 

ou  bien  on  posera  ac  — y*,  fg=zt , mq=t\rd  = u*,  et 
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6 cos$TRüCTioris. 

après  avoir  construit  y , z , t , u par  des  moyennes  proportion?- 
nelles  , ou  aura  réduit  la  proposée  à la  forme 

x ~ [/y1  — z2  -f-  t 3 -j-  u3  : 

I»  * • * 

ainsi  on  construira  d’abord 

y + 11  + = *\ 

et  il  restera  à construire 

x — \/  r*  — a*. 

5.  On  observera  que  les  formules  que.  nous  venons  de  con- 
sidérer , sont  homogènes , c’est-à-dire  que  tous  les  termes  ont 
le  même  nombre  de  facteurs  ; ce  q^  n’arrive  plus  , lorsque 
l’une  des  lignes  connues  est  prise  pour  unité  ; car  alors  le  degré 
de  quelques-uns  des  termes  est  nécessairement  abaissé  : dans  ce 
cas,  on  commence  par  rétablir  l’homogénéité,  en  représentant 
par  une  IctLrc  la-  ligne  prise  pour  unité.  Ainsi  ces  expressions 


a3  -f-  b o.aïc  -f-  aô3  — d 

a3  -j-  c ’ b*  - f-  a3—  c ’ 


reviennent  à celles-ci , ' t”  ■ 

a'i  br*  2afc  -f-  ab'r  — drl 

a1  -{-  cr  ’ b*  -j-  a V — cr1'  ’ 

r étant  1 Unité.  Oii  voit  que,  sans  la  restitution  de  r3  et  de  r 
dans  les  termes  de  la  preSiière  fraction , le  numérateur  re- 
présenterait la  somme  d’un  volume  et  d’une  ligue,  et  le 
dénominateur  la  somme  d’un  carré  et  d’une  ligne  , sommes  im- 
possibles. Ainsi  pôür  construire  l/«,  on  prendra  une  moyenne 
proportionnelle  entre  la  ligne  n et  1 imité.  On  sait  que  si  1 on 
décrit  le  cercle  qui  a l’unité  pour  rayon  , et  qu’on  y inscrive 
un  carré  et  un  triangle’  équilatéral  , leurs  côtes  seront  p^2  et 
y/3.  Quant  à ces  expressions  y/b  , y/B  , etc.  , on  emploiera 
la  construction  ( 4 ) ‘ en  effet  ( fig.  v.  ) , ponr  B A =2  , BCr=  t , 
on  a AC  ==  y/5  •,  sous  les  mêmes  hypothèses , et  en  faisant  de 
pluî  CB  s*  i , on  aura  AD  — ÿ B,  et  ainsi  de  suite. 
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PROBLEMES  DETERMINES.  ? 

G.  L'équation  du  second  degré 

x3  ±.  px  — db  q 

qui  n’est  pas  homogène  , le  devient  en  rétablissant  l’unité  sous- 
entendue  , et  la  représentant  par  r : faisant  qr  = m1,  cette 
équation  devient 

x1  de.  px  = dfc  m1. 

Pour  les  signes  inférieurs , on  a 

x3  — px  = — m*. . . * . . . (1)  , 


qui  donne 


m*  — x (p — x). 


Ainsi  la  ligne  m est  moyenne  proportionnelle  entre  x et 
p — x ; si  donc  (fig.  3)  , sur  AB  = p,  comme  diamètre,  on 
décrit  une  demi-circonférence , et  qu’en  A on  mène  une  tan- 
gente AD  = m , puis  par  m une  parallèle  DE'  à AB  , cette 
parallèle  rencontrera  la  demi-circonférence  en  deux  points  E 
et  E'  tels , qu’abaissant  les  perpendiculaires  EF  , E'F',  on  aura 

x = AF  , x' = AF'. 

En  effet, 

AF  = AC  — CF  >y  AF'  = AC  + CF'; 

donc 

M = P--\/Pj-m3>  r AF'=|+Vf^. 

Considérons  l’équation 

x3  — px=zm3 , d’où  m*=.  x(  x — p). . . .(2)  : 

’ i:  ’ *•  • *. 4 ’ .1^ 

la  ligne  m étant  moyenne  proportionnelle  entre  x et  x — p , 

on  décrira  (Gg.  4)  avec  AD  — {p  un  arc  de  cercle  E'AE, 
puis  prenant  sur  la  tangente  en  A une  longueur  AC  = m , 
la  sécante  CE'  menée  pat  C 'et  le  centre  D,  donne 

x = CE' , x'  = — CE. 
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8 CONSTRUCTIONS. 

En  effet , les  deux  racines  de  la  proposée , sont 


La  première  racine  est  donc  x = CE',  et  la  seconde  est 
x'  — — CE  : ces  racines  t prises  en  signes  contraires  , de- 
viennent celles  de  l’équation 

-4  X*  + px  = m*. . . . .(3), 

;r.  . . ’ 

qui  n’est  que  la  précédente , en  y changeant  x en  — x. 

, * 

On  peut  cependant  construire  autrement  les  racines  de 
l’équation  (3).  Sur  AB=  p (fig.  5)  , on  décrira  la  demi-cir- 
conférence AMB  •,  on  mènera  à cette  demi-circonférence  une 
tangente  MT  = m , et  faisant  AT  = x , on  aura 


TA  l TM  i:  TM  ; TB  , d’où  m2  ==  x (x  + p); 


l’une  des  racines  est 


et  l’autre  est 


— TA  — p — — ( TA  -f-  p ) = — ( TA  + AB  ) = — TB. 

Il  nous  resterait  à construire  les  racines  de  l’équation 

».»  • , • . * 1 V.»  ». 

x1  -f-  px  — — m*  ; ' •• 

mais  on  voit  qu’elles  ne  sont  que  celles  de  l’équation  ( i ) , • 
prises  négativement , c’est-à-dire  qu’elles  sont  représentées  par 

— AF  et  — AF'(fig.  3). 


PROBLÈMES  DÉTERMINÉS.  q 

7.  Nous  passerons  à la  solution  de  quelques  questions  de 
géométrie , déterminées  ; mais  nous  n’en  traiterons  qu’un  très- 
petit  nombre , parce  que  notre  objet  est  surtout  l’application 
de  l’algèbre  aux  problèmes  indéterminés. 

Problème  I.  Partager  une  ligne  AC  en  deux  parties  CB 
et  B A qui  soient  cntr elles  dans  le  rapport  donné  m n 
(Gg.  6). 

« * 

Soient  AC  — a } CB  = x , et  conséquemment  B A = a — x : 

on  aura  pour  traduction  de  l’énoncé , 

x m ,,  am 

= — , d ou  x = . 

a — x n m -J-  « 

Pour  construire  cette  expression,  il  faudra  sur  une  ligne  EC  fai- 
sant un  angle  quelconque  avec  CA,  prendre  CD  = m , DE=.;t, 
si  m et  n sont  des  lignes  : si  ce  sont  des  nombres , on  por- 
tera une  ouverture  de  compas  , arbitraire , m fois  de  C en  D , 
et  n fois  de  D en  E , on  mènera  AE  et  sa  parallèle  DB , 
et  B sera  le  point  cherché. 

Problème  II.  Etant  donnés  deux  parallèles  BC  , DE  et  un 
point  A , mener  par  ce  point  une  oblique  AI , telle  que  la 
partie  interceptée  Kl , soit  d’une  longueur  donnée  =c  (fig.  7). 

Menant  AG  perpendiculaire  sur  DE,  on  connaîtra  AG  et  FG  ; 
soient  AG  = a , FG  = b , GI  = x ; on  a 

AI  : AG  ::  Kl  * FG , - d’où  AI  = ç ; 

mais  d’ailleurs 

AI.  = [/au  -i~  x1  ; 

donc  ' 

= V/û*  -j-  x? , d’où  x = db  | l/c*  — i*. 

On  voit  d’abord  que  le  problème  n’est  possible  que  pour  £ <V , 
c’est-à-dire , pour  FG  <[  Kl , et , en  second  lieu  , qu’il  admet 
deux  solutions.  . 

Construction.  De  F , comme  centre , avec  le  rayon  c , on 
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décrira  l’arc  HH',  et  la  ligne  GH  sera  [/  c*  — : ainsi  AI  , 

parallèle  à FH,  sera  la  ligne  cherchée  , comme  on  le  déduit 
des  triangles  semblables  FGH , AGI.  La  seconde  solution  est 
donnée  par  GI'  = — GI. 

Problème  III.  Etant  donnés  deux  points  A et  B et  une  droite 
DD',  décrire  un  cercle  qui  passe  par  ces  deux  points , et  qui 
soit  tangent  à la  droite  (fig.  8). 

11  suffit  de  trouver  le  point  D de  contact  : après  avoir  prolongé 
la  droite  BA  en  C , nous  prendrons  CD  pour  inconnue  que  nous 
désignerons  par  x , et  on  aura 

x1  — CB  X CA. 

Or,  I étant  le  milieu  de  AB , si  l’on  pose  CI  = a,  IB  = IA=é, 
l’équation  précédente  deviendra 

ar*=  (a  ~f-  b)  (« — b)  — a1 — b1,  et  x~d~\/  ad — , 

formule  qui  annonce  deux  solutions  qui  ne  seront  possibles 
qu’autant  qu’on  aura  a>  b , ou  CI  > IB  ou  >•  IA  ; et  en  effet , 
si  le  point  C tombait , par  exemple  , en  C'  entre  A et  I , la 
droite  DD'  qui  devrait  contenir  C',  ne  pourrait  plus  être  tan- 
gente. La  première  valeur  \/ a‘ — b'1  étant  CD , la  seconde 
sera  CD'  =:  CD , et  en  sens  opposé. 

Problème  IV.  Par  un  point  A donné,  mener  dans  un  cercle 
une  corde  BAI)  , coupée  en  A en  deux  segmens  BA  et  AD  qui 
soient  dans  un  rapport  donné  m ! n (fig.  9). 

Par  le  point  À donné , menons  le  diamètre  HAG  : soient 
le  rayon  CH  = r , CA  = b , et  l’inconnue  AD  = r;  ona 

HA  X AG  =3  BA  X AD  , d’où  (r—  b)  (r  + b)  = BA  X x ; 
mais  d’ailleurs 

BA  ; AI)  ; ; m : n , d’où  BA  = ; 

71 

conséquemment , 

— -=r*  — b\  et  x = ±.  Ù*). 

n # y m 

Ce  problème  qui  admet  généralement  deux  solutions,  devient 
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impossible  pour  r , c’est-à-dire,  pour  C A > Cil.  En  le 
supposant  possible , et  posant  rl  — b*  = on  aura  à cons- 
truire 


Construction.  Nous  remplacerons  le  rapport  des  deux  lignes 
n et  m par  celui  de  deux  carres  ; et,  à cet  effet,  sur  une 
ligne  indéfinie  (fig.  10)  , nous  prendrons  des  parties  DF  et  FE 
telles  qu’on  ait  , 

DF  m 

FÊ"  ~ ~n  ’ 


décrivant  sur  DE  le  demi-cercle  DAE , puis  menant  FA 
perpendiculaire  sur  DE , et  les  cordes  AD  , AE , on  aura 


AD 

a 

AE 


DF 

FE 


m 

n 


donc  .r  = 


fc.AE 

AD 


prenant  donc  AB  = k , et  menant  BC  parallèle  à DE  , on 
aura  AC  = x. 

Remarque.  L’arc  décrit  (fig.  g)  de  A , comme  centre  , avec 
la  longueur  x , comme  rayon  , coupe  la  circonférence  en  deux 
points  D et  D'  qui  donnent  les  deux  cordes  DB  et  D'B'  qui 
satisfont  à l’énoncé.  C’est  par  les  signes  qui  affectent  ainsi  la 
valpur  de  l’inconnue  , que  se  complète  la  solution  de  la  ques- 
tion : cependant  il  n’arrive  pas  toujours  que  toutes  les  racines  , 
même  réelles  , soient  admissibles  , c’est-à-dire , qu’elles  con- 
viennent à l’énoncé , comme  nous  avons  eu  occasion  de  le  faire 
remarquer  dans  l’algèbre  où  nous  avons  eu  soin  d’insister  sur 
l’interprétation  des  signes  ; nous  rappellerons  , à cette  occa- 
sion , que  le  calcul  ne  donne  pas  seulement  la  solution  de  la 
question  proposée  , mais  en  général , la  solution  des  questions 
de  la  même  espèce. 

Pour  n — m,  on  a x = l / r1  — et  alors  la  corde  BD 
est  perpendiculaire  au  diamètre  HG. 

Problème  V.  Par  un  point  A pris  dans  un  cercle , mener 
une  cordeBAD  dont  la  longueur  soit  donnée  et  a*  c ( fig.  11  ). 
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ia 

En  conservant  les  dénominations  du  problème  précédent 
on  aura 

iXBA  = r1  — b*  — k‘. 

Mais  BA  = c — x \ donc 

k%~x  ( c — x)  , d’où  x*  — ex—  — k%, 

* • 

équation  dont  nous  avons  précédemment  construit  les  deux 
racines  qui  sont 

x =;- y/?  - 4' v/f + : 

le  problème  nest  donc  possible  que  pour  r*  = — ou 

« * 4 

c* 

pour  r*  < — -f-  b*.  La  première  relation  suppose  que  la  corde 

4 

BD  = c touche  en  A le  cercle  décrit  du  centre  e avec  le 
rayon  r ( lig.  12);  car  alors  on  aurait 

05’=  DA  + CA  , ou  r'—~+  i»; 

4 

la  seconde  suppose  que  le  point  A soit  extérieur  au  cercle 
décrit  de  C , comme  centre , avec  un  rayon  égal  à la  plus  courte 
distance  CR  de  C à la  corde  BA  ( fig.  il);  car  on  a 

CD*r=  DR*  -f  CR  = DR  -f  CA*  — AR, 
et  conséquemment  y 

r1——  + — AR  , c’est-à-dire  , r* < ~ -f-  b1  : 

4 4 

d’ailleurs  (fig.  1:).,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  AR 
que  nous  venons  de  trouver , on  a 


x = DR  -j-  AR 


=!  + Vz+i'-''- 


Lorsque  le  point  R est  au-dessous  du  point  A (fig.  i3  ) , on  a 


. \ 
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ces  deux  valeurs  de  x répondent  donc  aux  deux  tangentej 
qu’on  peut  mener  par  A au  cercle  du  centre  C et  du  rayon  r, 
tangentes  qui  sont  les  cordes  égales  qu’on  peut  mener  par  le 
point  donné  dans  le  cercle  proposé. 

Problème  VI.  Etant  données  trois  droites  qui  se  coupent  deux 
à deux , construire  un  carré  qui  ait  ses  quatre  angles  sur  ces 
trois  droites  (fig.  1 4). 

Les  trois  droites  données  sont  AB  = c , AC  et  BC  , et  on 
connaît  la  hauteur  CD  = 1 du  triangle  ACB.  Soit  abcd  le 
carré  cherché  ; il  suffira  , pour  le  construire  , de  connaître  sa 
hauteur  D A =x.  LeS  triangles  semblables  CAB,  C ab,  donnent 
la  proportion 

CA  : CD  l’.  ab  : AB  ; 

c’est-à-dire , 

A — x î h ï : x c , 

en  observant  qu'on  doit  avoir , d’après  l’énoncé , 


on  tire  de  là 


ab  = bc  = AD  : 


hx  = cA  — ex,  d'où 


ch 

7+h’ 


formule  qui  ne  donne  qu’une  solution  , lors  cependant  que  le 
problème  en  comporte  deux  ; car  il  existe  visiblement  un  autre 
carré  a'b'c'dl  qui  satisfait  aux  conditions  de  l’énoncé  , et  pour 
lequel  on  détermine  la  hauteur  Dh'  = x ou  le  côté , par  la 
proportion 

Ch'  : CD  ::  a'b'  : ab  , 

ou  x — h : h ::  x : c , d’où  x = T. 

c — h 


Dans  le  cas  de  c = A , la  dernière  valeur  de  x est  infinie  ; 
ou  , en  d’autres  termes , le  problème  est  impossible  ; c’est  ce 
qu'il  est  aisé  de  reconnaître , eu  observant  que , sous  cette 
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relation,  on  aurait  C h' ■=  a'b'  , et  que,  comme  Ch'  est 
< D h'  ou  <[  cb\  on  aurait  ah'  <[  c'b',  ensorte  que  la  figure 
ne  pourrait  pas  remplir  les  conditions  d’un  carré. 

Problème  YII.  La  droite  DE  étant  donnée  de  grandeur  et 
de  position  hors  d’un  cercle  donné  aussi  de  grandeur  et  de, 
position , trouver  sur  la  circonférence  un  point  A tel  que 
menant  aux  extrémité 4 de  DE  les  droites  AD  , AE , qui  ren- 
contrent la  circonférence  aux  points  B et  C , la  corde  BC  soit 
parallèle  à DE  (fig.  i5). 

Nous  donnerons  deux  solutions  de  ce  problème,  pour  mettre 
en  évidence  l’avantage  qui  résulte  d’un  heureux  choix  de  l’in- 
connue' , duquel  résulte  l’équation  finale  la  plus  simple , et 
conséquemment  la  plus  facile  à construire^. 

Puisqu’on  connaît  la  grandeur  et  la  position  de  la  droite  DE 
et  du  cercle  , si  du  cpntre  O on  abaisse  la  droite  OR  per- 
pendiculaire à DE,  qu’on  mène  le  rayon  OB,  qu’ensuite  du 
point  D on  mène  la  tangente  DF  au  cercle  , on  connaîtra  les 
lignes  DE  = a , OB  = r , OR  = c , DR  ==  d , DF  —f  ; nous 
prendrons  pour  inconnues  les  lignes  DB  = x et  BC  = ay , 
dont  chacune  sulFrt  cependant  pour  résoudre  la  question. 

Les  triangles  semblables  ADE  , ABC  donnent  la  proportion 


AD  : DE::  AB  ; BC; 


or  , 


DA  X DB  = DF  , d’où  DA 


donc 


_ DF"  _ /* 
— DB  “ x ; 

Li  fi r* 

AB  =a  DA  — DB  = x = d 

x x 

ainsi  la  proportion  devient 

£ : a ::  : uy-, 

X X J 

d*où  l’on  tire  l'équation 

-, ..  . . 2£y......(i).-- 
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A l’effet  d’évaluer  x et  y,  il  faut  avoir  une  autre  équation 
entre  ces  inconnues.  Si  de  B on  abaisse  la  perpendiculaire  BH 
éur  DE  , le  triangle  rectangle  BDIi  donnera 


BD  = BH  -f-  DH  : 

or 

Bp=MK=  OK— OM  = OK— \Z<5ü  — BM=c—  v'rZZÿ, 
DH  = DK. — HK  = <i — y : 

substituant  dans  l’équation  précédente , on  obtient-  d’abord 

x*  = (.y  — — \Zr'—y*y-, 

isolant  le  radical  dans  un  seul  membre  , élevant  au  carré  , et 
posant , pour  abréger , r1  •+■  c1  -f-  dt-g* , on  trouve  enfin 

•*-'+  (4^y— -ag’)  x'+gl—4b‘‘c*—4g'dy + 4 (d'—c^y^  o. . .(2). 

Eliminant  y entre  les  équations  (1)  et  (2)  [^Algèbre  , première 
aect. , chap.  XXY  ) , on  trouvera  une  équation  de  cette  forme 

x*  -f*  Ax*  -+•  B = o ; 


et  si  on  élimine  x , on  en  trouvera  une  de  celle-ci  : 


y*  -h  Cy  + D = o , 

les  quantités  A,  B,  C,  D étant  données  en  a,  b , c , d , f. 
Ainsi  DB  est  donnée  par  une  équation  du  quatrième  degré  , 
et  BC  par  une  du  second.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à mon- 
trer comment  on  peut  mener  la  corde  BC , connaissant  x ou 
V , et  nous  passerons  de  suite  à une  seconde  solution  de  la 
question. 

Du  point  D ( fig.  î G ) menons  la  tangente  DF , et  par  B 
la  tangente  BN , qui  rencontre  en  N la  droite  DE.  Les  deux 
triangles  DAE , DNB  sont  semblables , à cause  de  l'angle  D 
pommun , et  de  l’angle  DNB = CBN  = BAC  : on  a donc 


DE  : DA::  db : dn  = 

. UE 


I 
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Ainsi , en  faisant  DE=  a , DF  = f,  l’inconnue  DN  = z , on  a 


DN  est  donc  une  troisième  proportionnelle  aux  lignes  connues 
DE  et  DF. 

Construction.  On  joindra  les  points  E et  F,  on  portera  DF 
de  E en  I , on  mènera  IR  parallèle  à DF  , puis  on  prendra 
DN  = IK , et  le  point  N sera  le  point  cherché  ; car  on  a 

y. 

ED  : df  ::  ei  ou  df  : ik  = J— 

a J 

Comme  on  peut  mener  du  point  N deux  tangentes  NB , NB', 
il  y a sur  la  circonférence  deux  points  A et  A'  qui  satisfont 
à la  question  ; on  les  trouve  en  menant  par  D et  par  chacun 
des  points  B et  B',  les  droites  DBA , DA'B7  ; ensorte  que  si  , 
par  ces  points  A et  A',  on  mène  à l’autre  point  E de  la  droite 
DE , les  droites  ACE , EA'C,  et  qu’on  joigne  B et  C , B7  et  C', 
chacune  des  cordes  BC  , B'C7  sera  parallèle  à DE. 

Remarque.  On  n’a  besoin  que  du  seul  point  N ou  de  la  seule 
droite  DN,  pour  mener  les  deux  tangentes  égales  NB,  NB' 
qui  déterminent  les  deux  points  A et  A7,  et  conséquemment , 
les  deux  cordes  BC  , B'C7  : or  l’inconnue  av  devant  représen- 
ter indifféremment  ces  deux  cordes , il  doit  arriver  qu’à  une 
même  valeur  de  z répondent  deux  valeurs  de  y , ou  qu’à 
l’équation  du  premier  degré  en  z , réponde  une  équation  du 
second  degré-  en  y.  Mais  nous  avons  trouvé 


Ainsi , à chacune  des  deux  valeurs  de  y , répondent  deux 
yaleurs  de  x égales , l’une  positive  et  l’autre  négative  : il  y 
a donc  quatre  valeurs  de  x pour  deux  valeurs  de  y et  pour 
une  de  z.  On  trouve  ces  valeurs  de  x (fig.  17)  en  prolon- 
geant BD  et  B'D,  et  prenant  D b = DB  et  Dé7  ~ DB7-,  mais 
comme  on  a aussi  Da  s=  DA , le  cercle'X7  passant  pat  les  trois 

v ' 

* / 

t 


Dii 
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pointa  b,  a,  b',  est  celui  des  deux  autres  solutions  en  x , et 
des  mêmes  solutions  en  y.  Si  l’on  reprend  la  valeur 

DA'  X DB' 


rwr  — DA  X PB 
DE 


DE 


trouvée  plus  haut , en  observant  que 

DA  X DB  = DA' x DB'; 

on  voit  que  DN  change  de  signe  par  DE  qui  devient  DE', 
en  passant  dn  cercle  X au’  cercle  X',  ensorte  que  les  tangentes 
menées  de  N au  cercle  X',  le  toucheront  dans  les  points  b 
et  b correspondans  à B et  B'.  On  observera  ici  que  l’in- 
connue DN  est  liée , pour  ainsi  dire , d’une  manière  sem- 
blable aux  inconnues  x et  y. 

Problème  VIII.  Connaissant  les  rayons  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit  à un  triangle,  et  la  hauteur  de  ce  triangle 
déterminer  le  triangle  (fig.  i8).  0 ' 

On  observera  qu’il  suffit  de  connaître  l’un  des  côtés  du 
triangle.  Soient  x , y , z les  trôis  côtés  inconnus  du  triangle  , 
h sa  hauteur  donnée , p la  moitié  de  son  périmètre  , r et  R 
les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit,  enfin  s l’aire  du 
triangle  proposé  : on  aura  ces  quatre  équations  qui  énoncent 
des  propriétés  connues  (Géom.)  , 

(>)...  R=Æ,  r — 

4s 

(3)...  s = hL> 

a 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  s avec  deux  des  trois  côtés 
x ,y,  z. 

Si  l’on  introduit  dans  les  équations  (0  , (a)  et  (4)  , au  lieu 
de  j , sa  valeur  donnée  par  (3) , on  aura 

^±r+i.  = *£=, 


2$ 


x+y+z (3)>‘ 

* — P(p— x)  (p-y)(p—z)2 . . . (4)  , 


(5) 


a 2 r V'V  > 

T-\/Œ &-*)&-')&-)] W. 
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élevant  au  carré , divisant  par  Ar“,  et  chassant  les  dénomina- 
teurs , il  viendra 

<4 

— — ar)  ( hx — zry  ) ( hx — 2rz)  ; 

développant  le  second  membre,  remplaçant  yz  par  sa  valeur 
(5)  , et  divisant  par  h , on  aura 

/trl  = h*x* — 2 hrx  (x-by-f-z)  -)-  S/ir'R — 1 6/ir3R. 

• fl  JO  * 

Substituant  pour  x + y-f-z  et  _y  + z leurs  valeurs  — et 

( h — f)x  , . . * ; 

- , réduisant  et  extrayant  la  racine  , on  parvient  a 

une  équation  qui  donne 

æ-h±  ar  y/  aftR  - 


Construction.  On  prendra  sur  le  diamètre  AE  du  cercle 
circonscrit,  la  partie  A1I  = h — zr , et  après  avoir  élevé  à ce 
diamètre  la  perpendiculaire  HK , prolongée  jusqu’à  la  cir- 
conférence circonscrite  , on  décrira  sur  AK,  comme  dia- 
mètre, la  demi  - circonférence  AIIFR  ; ensuite  on  mènera 
du  point  K la  corde  KF  — r , puis  la  droite  indéfinie  AFG  ; 
et  après  avoir  pris  AM  = 2r  , on  mènera  MG  parallèle  à la 
corde  HF , et  l’on  aura  AG  = x , comme  nous  allons  le 
prouver.  Il  suit  de  là  qu’en  inscrivant  dans  le  cercle  ACB  , 
une  corde  AB  r=  AG , la  parallèle  PC  à AB , menée  à une 
distance  PB  = h , coupera  la  circonférence  en  deux  points  C 
et  C',  qui  pourront  chacun,  à volonté,  être  pris  pour  le 
sommet  du  triangle. 

Pour  démontrer  cette  construction , on  observera  que  les 
deux  triangles  semblables  AMG , AHF  donnent 


AG  : AM  ou  ar  ::  AF  : Ail  ou  h ' — ar  ; 

d’où  AG  = t — — — — X AF; 
h — ar 

mais  AF  = AK  — KF  = AK  — r®, 
et  ÂK  =HK  + ÂH%=  ËK  + (fc  — ar)*, 


» 
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d’ailleurs 

» ( , '« 

HK  = Ali  X HE  — (h  — 2 r)  (2R  — h -f  2 r) 

;=  aRA  — 4,-R  — — 4^  + 4rft. 

donc  AK  — a/iR — 4rR  > 
et  AF  = 2AR  — 4rR — ,r*j 
et  enfnr, 

. _ ar  V/2/1R  — 4rR  — r* 

= —h^Zr 

Si  l'on  prenait  pour  inconnue  le  segment  AI)  formé  par 
la  hauteur  CD  du  triangle  ACB,.on  aurait,  pour  le  déter- 
miner , à résoudre  une  équation  du  quatrième  degré  , ce  qui 
vient  à l’appui  de  la  règle  énoncée  par  Newton  , dans  son 
Arithmétique  universelle. 

f Problème  IX.  Trouver  la  distance  entre  les  centres  des 

cercles  inscrit  et  circonscrit  à un  triangle  donné  (lig.  19). 

Soient  C le  centre  du  cercle  circonscrit,  et  C'  celui  du 
* 

' cercle  inscrit  : soient  R le  rayon  du  premier  cercle  , et  r celui 
du  second  : enfin , soit  x la  distance  des  centres  C et  C'.  De 
C abaissons  'une  perpendiculaire  CG  sur  AC'  ; on  aura  dans 
le  triangle  ACC', 

. ' » ,j  . 

x*  = Ac’-f  AC'*—  zAC  X AG (i). 

Si  du  centre  C'  on  abaisse  la  perpendiculaire  C 'c'  sur  le  côté 
AB , le  point  c'  sera  celui  du  contact , et  én  observant  que 
l’angle  ( TAc'  = ; BAD  =a  -j  A , On  aura  la  proportion 

AC':  C'c' ::  1 : sin^A,  d’où  AC'  = — ’ , . ; 

!..  ' sinJA  •*'’ 

du  centre  C abaissons  la  perpendiculaire  Ce  sur  AB  ; on  aura 
l’angle  . • . — ’ ■ M • : 

ACG  = AC  c -f  cCG  B + ; A,  y 

•t  le  triangle  ACG  donnera  la  proportion 

AG  : AC  ou  R •:  sin  ( B 4X4  A)  J i , ; 

2.. 
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d’où 


CONSTRUCTIONS. 


A G » R sin  ( B -J-  ; A)  j 

par  ces  valeurs  de  AC'  et  de  AG,  la  relation  (1)  devient 

_ . , r*  „ sin  ( B -f-  j A) 

as*  = Ra  4-  -■  -,  ;-T  — arR  X — \ ■ Tr- 
ain* ~ A sin  J A 


= Ra 


crB  AinCB  + jA)  r \ 

V sin  ; A aR  sin*  ; A / ' " 


aR  sin** 

Si  l’on  prolonge  la  ligne  AC'  jusqu’à  la  rencontre  du  côté 
BD  en  K,  et  si  l’on  pose 

AB  ~ c , BD  s=  c' , AD  ~ c",  *. 

on  aura , dans  le  triangle  ABK  , 

AB  : BK.  ::  sin  AKB  ou  sin  (B  -+■  £ A)  : sin  ; A , 
d’où  l’on  tire 

AB  _ sin(B+iA) 

BR  sin  £ A ’ 

mais  parce  que  la  ligne  AR  divise  également  l’angle  en  A , 
on  a la  proportion 

BR  t RD  ::  AB  ou  c i AD  ou  c", 

br  : br  + rd  ::  c : c + c*. 


d’où 
et  de  là 


BR  = 


cc 


conséquemment , 


c -+-c" 


sin  (B  +1  A) c +c" 

sin  5 A ~ c’  ••••W- 

D’ailleurs  on  connaît  ces  expressions  en  côtés  du  triangle  des 
rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit , savoir , 

-(c+c'— c*)  (c+c"—c')  (c'+c"—c) ~1 

C+C^fp  J ’ 


R = 


Y [(c+c-K")  (c+cW)  (c-fc"— c' ) (c'-K~c)] * 
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PROBLÈMES  DÉTERMINÉS. 

, / 

r _ s(c+c'— c")(e+c"— O (c'+c" — c) 
R “ Ccc  *■ 


ai  \ 


et  celle-ci , 
s in' 


donc 


* * _ (c'+c1'-^  (c+c'-cl  , 

* “ 4cc" 


c+c“- 


aR  sin’Ÿ  A c' 


■(4). 


La  substitution  des  valeurs  (3)  et  (4)  dans  (a) , donne 
x*  = R*— arR^Î^  — c+  ^~cl^~R»_arR— R(R_ar), 
Remarque.  Dans  le  cas  du  triangle  équilatéral , on  trouve 

r=ïï73>  R = 73'’  dOTC*  R = 3r  et  X = °J 

ainsi  les  deux  centres  se  confondent.  Lorsque  c — c , auquel 
cas  le  triangle  est  isoscèle , on  trouve 

c(c  — c") 


V/(ac  — c")(ac-f  Cy 


J’ai  donné  une  solution  beaucoup  plus  simple  de  cette  ques- 
tion dans  le  XI*  numéro  des  Annales  de  mathématiques  que 
nous  aurons  fréquemment  occasion  de  citer  dans  le  cours  de 
cet  Ouvrage.  . ” ' * 

. Voyez  X Arithmétique  universelle  de  Newton  , ouvrage  qui 
vient  d’être  mis  à la  portée  de  tout  lecteur , par  l’excellente 
traduction  de  M.  Noël  Baudeux,  accompagnée  d’éclairdssemens 
précieux. 
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CHAPITRE  IL 

. • • . i . 

♦ 

Elémens  de  position  d’un  point  dans  un  plan  ; nota- 
tion algébrique  de  ces  élémens.  Equation  d’une  droite 
dans  un  plan , rapportée  h des  coordonnées  obliques 
et  rectangulaires.  Problèmes •.  Autre  équation  de  ta 
ligne  droite,  au  moyen  de  la  perpendiculaire  menée 
de  l’origine  sur  sa  direction  , et  de  l’angle  de  cette 
perpendiculaire  avec  l’axe  des  abscisses.  Equation 
polaire  de  la  ligne  droite. 

8.  Soient  (fig.  20)  deux  lignes  ou  axes  AX , AY  que 
nous  supposerons  à angles  droits , et  considérons  un  point 
quelconque  M dans  l’angle  YAX  : si  de  ce  point  on  abaisse  une 
perpendiculaire  MP  sur  AX  , on  pourra  passer  du  point  A au 
> point  M , en  parcourant  sur  l’axe  AX  la  longueur  AP,  et  s’éle- 
vant au-dessus  de  l’extrémité  P à la  hauteur  PM. 

Un  point  est  donc  complètement  défini  de  position  dans  T angle 
YAX,  par  ses  deux  plus  courtes  distances  AP  et  PM , ou  MQ  et 
MP,  à deux  axes  rectangulaires  AY,  AX. 

IÈ  point  A qui  est  l’intersection  des  axes  , est  dit  origine  , 
parce  que  c’est  de  ce  point  que  se  comptent  les  distances  MQ  f 
MP  qu’on  retrouve  sur  chacun  des  axes  en  AP  et  AQ. 

Que  a et  h représentent  cés  distances  ; il  faut  dire  que  l’une 
doit  être  portée  sur  l’axe  AX  et  l’autre  sur  l’axe  AY , à partir 
du  point  A.  Nous  noterons  abréviativement  par  x la  distance 
du  point  à l'axe  AY,  comptée  sur  AX  , c’est-à-dire  AP  ; et  par 
y la  distance  PM  à l’axe  , laquelle  se  retrouve  en  AQ 
sur  AY, 
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Ainsi  ces  formules 

x = a , y ■=  b , 

énonceront  que  a et  b sont  des  longueurs  données , à porter 
de  l’origine  A , la  première  sur  AX,  et  la  seconde  sur  AY  ; 
ensorte  que  menant  par  les  extrémités  P et  Q les  perpendi- 
culaires PM  et  QM , on  a , par  leur  intersection , le  point  M ; 
ou  plutôt , par  l’extrémité  P d ta,  on  prend  sur  une  parallèle 
à AY  une  longueur  b dont  l’extrémité  est  encore  le  point  en 
question. 

9.  Mais  le  point  peut  être  dans  l’un  des  quatre  angles  droits 
formés  autour  de  A par  les  axes  prolongés  : il  faut  donc  encore 
rappeler  le  sens  dans  lequel  chacune  des  longueurs  a et  b 
doit  être  portée. 

Si  l’on  est  convenu  de  noter  par  **  / 

' ï 

x = a , y = b, 

un  point  M situé  dans  l’angle  YAX , tout  point  M dans  l’angle 
YAX'  le  sera  par 

x = — a , y = b; 

tout  point  M"  dans  l’angle  Y'AX',  sera  désigné  par  -, 

x — — a , y = — b;  > 

enfin  tout  point  M*  dans  l’angle  Y'AX , le  sera  par 
x ~ a y y — — b. 

Les  signes  de  x seront  les  mêmes  que  ceux  des  cosinus  , et  les 
signes  de  y les  mêmes  que  ceux  des  sinus  des  angles  ayant 
le  sommet  en  A , et  en  convenant  que  de  A vers  X^n  cosinus 
sera  positif , et  qu’au-dessus  de  AX  le  sinus  sera  pareillement 
positif  ( Alg. , chap.  XVI  ). 

10.  On  énoncera  que  le  point  est  sur  l’axe  AX,  et  on  eu 
définira  la  position  sur  cet  axe , en  écrivant 

♦ ‘J’  ‘ • 

y — o x = o; 
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Pour  un  point  particulier  de  l’axe  AY,  on  aura 

x = o > y — b- 

Enfin  l’origine  A est  caractérisée  par  x = o , y = o.  Il  faut 
bien  se  rappeler  que  ces  lettres  x et  y signifient  : distance 
aux  axes  AY,  AX.  ( 

11.  Examinons,  en  particulier,  la  signification  de  chacune 
des  formules 

x r±:  a , y = b : • 

la  première  caractérise  tout  point  dont  la  distance  à l’axe  AY 
est  a \ c’est  donc  la  notation  d’une  parallèle  à cet  axe  , menée 
à une  distance  — a •,  la  seconde  y~b  définit  une  parallèle 
à l’axe  AX  , menée  à la  distance  y — b.  Si  ces  deux  formules 
existent  ensemble-,  elles  ne  sont  plus  relatives  qu’au  seul  point 
commun  aux  deux  droites  précédentes  ; et  en  effet , nous 
savons  déjà  que  ce  point  est  indiqué  par  X = a , y = b. 
Les  axes  AX  , AY,  en  totalité  , sont  désignés  par 

y ~ o , x = o. 

12.  Supposons  maintenant  que  les  deux  axes  AX,  AY 
(fig.  21)  fassent  entr  eux  un  angle  quelconque , autre  qu’un 
droit  ; alors  les  distances  du  poinQM  aux  axes  obliques  AX  , 
AY  , mesurées  sur  des  perpendiculaires  menées  du  point  sur 
ces  axes  , ne  seraient  plus  respectivement  parallèles  à ces  axes , 
ensorte  quion  n’aurait  plus  A p = Mç  , A q = M p.  Mais  qu’on 
mène  par  M une  parallèle  MP  à AY,  et  par  le  même  point 
une  parallèle  MQ  à AX , et  on  formera  le  parallélogramme 
APMQ  .dans  lequel  AP,  MQ  ou  AP,  PM  remplaceront  les 
distances  perpendiculaires  employées  dans  le  cas  des  axes 
rectangulaires.  Le  point  M sera  toujours  représenté  par 

x — a , y = b , ' 

où  a r=  AP  , b = PM.  Mais  ici , outre  le*  longueurs  a et  b , 
et  les  signes  qui  en  indiquent  le  sens  , comme  on  l’a 
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vu  précédemment,  il  faudra  de  plus  connaître  l’inclinaison 
des  axes , afin  de  savoir  suivant  quelle  direction  on  doit 
porter  l’ordonnée  PM  = b , toujours  parallèle  à l’axe  des  AY. 

13.  Les  lignes  a:  et  y sont  encore  nommées  , la  première 
abscisse , la  seconde,  ordonnée  du  point  M ; prises  ensemble» 
elles  sont  dites , coordonnées  ; ces  dénominations  conviennent 
également  atix  coordonnées  rectangulaires  et  obliques.  L’axe  AX 
sur  lequel  on  compte  les  abscisses  x,  se  nomme  axe  des  x, 
et  l’axe  AY  sur  lequel  ou  parallèlement  auquel  on  porte  les 
ordonnées  y,  se  nopime  axe  des  y. 

On  dit  abréviativement  le  point  x , y , au  lieu  de  : le  point 
dont  les  coordonnées  sont  x et  y. 

14.  On  pourra  aussi  définir  le  point  M (fig.  22)  par  la  lon- 
gueur AM  et  par  l’angle  que  fait  AM  avec  l’axe  AX  ; en 
désignant  cette  longueur  AM  par  z , et  l’angle  MAX  par  ç , on 
aura 

z — c , <p  — A0, 

A°  étant  le  nombre  de  degrés  et  parties  de  degrés  de  l’angle  (p , 
et  c la  valeur  linéaire  de  z.  On  nomme  z rayon  vecteur. 

15.  Une  droite  est  donnée  de  position  dans  un  plan  par 
les  coordonnées  de  deux  de  ses  points  : elle  l’est  encore  par 
celles  d'un  point  et  par  l’angle  qu’elle  fait  avec  l’ud  des  axes. 
C’est  ce  dernier  système  de  données  qu’on  emploie. 

16.  Si  la  droite  (fig.  23)  passe  par  l’origine,  sa  position  est 
évidemment  fixée  par  la  seule  donnée  de  l’angle  qu’elle  fait 
avec  l’axe  des  abscisses  •,  c’est  le  cas  que  nous  considérerons 
d’abord  comme  étant  le  plus  simple  , et  nous  nous  proposerons 
d’assigner  le  rapport  entre  leà  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque de  cette  droite. 

Soit  a.  l’angle  de  la  droite  avec  l’axe  AX  , et  considérons 
en  particulier  un  point  M'  ayant  pour  coordonnées  AY  = x', 
PT»'=y  : ces  coordonnées,  ainsi  que  celles  des  autres  point* 
de  la  droite  faisant  entr’elles  un  angle  C qui  est  celui  des 


Digitized  by  Google 


3*>  DE  LA  LIGNE  DROITE, 

axes  , on  aura  cette  relation 


y sin  « 

x'  sin  ( C — « )' 

Pour  des  points  M",  M*,  etc.  dont  les  coordonnées  seraient  x", 
et  y"  \ x”  et  ym,  etc.  , on  aurait  pareillement 

y"  sin  «*  y* sin  « ' 

x"~3Ïa(C  — *)  ’ x5  sin  (C  — *}’  CtC’ 

Le  terme  général  de  ces  rapports  constans  dans  tonte  l'éten- 
due de  la  droite , sera 


y 

x 


sin  « 


sin  (s  — et) 


....(0, 


x et  y désignant  ici  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  droite  , ensorte  que  x devenant  successivement  x',  x", 
x * , etc. , y se  change  dans  les  coordonnées  correspon- 
dantes y',  y",  y",  etc.  La  formule  (1)  est  ce  qu’on  appelle 
C équation  de  la  droite  ; c’est  l’énonciation  algébrique  d’une 
propriété  commune  à tous  ses  points  : nous  l’écrirons  ainsi 


y — 


sin  a 


sin  (£ — «) 


x. 


.(a): 


on  se  âotlne  l’abscisse  x qui  est  arbitraire , et  de  la  Relation 
(a)  on  conclut  l’ordonnée  correspondante  y. 

L’angle  «venant  à varier,  la  ligne  change  de  position  en 
tournant  autour  du  point  A ; ainsi  à la  même  abscisse  x cor- 
respond une  autre  ordonnée  y,  ce  qui  arrive  encore  si  G vient 
• à varier  ; mais  ce  qu’il  est  essentiel  d’observer , c’est  que  pour  ) 
toutes  les  valeurs  tant  de  « que.de  G,  la  relation  (a)  reste  de 
même  forme , et  que  la  droite  prend  toutes  les  positions  pos- 
sibles dans  le  plan  des  axes.  ( 


17.  Qu’on  veuille  maintenant  trouver  l’équation  d’une  droite 
ft'L'  (fig.  ai),  située  d’une  manière  quelconque  : si  on  lui  a. 
mené  par  l’origine  A une  parallèle  AL , on  observera  que  , 
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pour  une  abscisse  x = AP , l’ordonnée  correspondante  de  la 
droite  AL,  c’est-à-dire,  P m,  sera  augmentée  de  mM  = ARr 
que  nous  désignerons  par  b ; ainsi  en  ajoutant  b à chacun  des 
membres  de  l'équation  (a),  et  désignant  encore  _y-|-6  — PM 
par  y , on  aura  pour  équation  de  la  droite  RI/ 


x -f-  b . 


(3). 


J sin(C — 1£) 

Ici  « et  b fixent  la  position  de  la  droite  R'L',  de  telle  manière 
que  ces  quantités  étant  données , ç>n  peut  la  tracer;  mais  si 
la  droite  .est  assujétie.  à quelques-  conditions  particulières, 
comme  d’être  menée  par  deux  points , de  passer  par  un  point, 
d’être  parallèle  ou  perpendiculaire  à une  droite  donnée  de 
position , etc. , etc. , les  quantités  « et  b sont  des  inconnues 
à déterminer,  ainsi  que  nous  le  verrons  bientôt. 

18.  Supposons  les  quantités  es.  G,  b données,  et  qu’il  s’agisse 
de  construire  la  droite  de  l’équation  (3)  : tout  se  réduit  à con- 
naître deux  de  ses  points  ; nous  chercherons  ceux  dans  lesquels 
elle  coupe  les  deux  axes  AX  , AY  (fig.  24)  ; or  l’intersection 
R.  étant  le  seul  point  de  la  droite  pour  lequel  on  ait  x—o, 
et  R'  le  seul  point  de  la  même  droite  pour  lequel  on  ait_y=ro  , 
on  supposera  successivement  dans  (3)  x-=z.o , y — 0,  ’et  on 
trouvera 


j ÿ = à = AR  , 


x=-iinCg--*>fr 

sm« 


; AR' : 


portant  donc  à gauche  de  l’origine  A la  longueur  AR',  si  elle 
«st  j|égative , et  sur  AY  la  longueur  AR  supposée  positive  , 
la  ligne  menée  par  ces  deux  points  sera  celle  de  l’équation  (3). 

On  peut  construire  autrement.  Ayant , par  exemple , 
siu<ï  = j,  b — 3,  et  connaissant  toujours  l’angle  G entre  les 
axes,  on  prendra  d’abord  AR=z3;  puis  ayant  mené  la  pa- 
rallèle RX'  à AX , on  prendra  Rp  = 1 = rayon  des  tables  ; 
puis  de  R,  comme  centre , avec  le  rayon  Rp , on  décrira  un 
arc  de  cercle  ; par  p on  lui  mènera  une  perpendiculaire  indéfinie 
sur  laquelle,  à partir  de  p,  on  prendra.. pm  =:  5;  par  m on 
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mènera  une  parallèle  à AX,  jusqu’à  cet  arc,  en  M,  et  on 
tracera  RM  qui  sera  la  droite  cherchée. 

Si  pour  une  droite  représentée  par 

y — x + 1 , 

qu’on  suppose  rapportée  à des  axes  obliques  faisant  entr’eux' 
un  angle  de  5o°  (*),  on  veut  trouver  l’inclinaison  et  sur  l’axe  des 
x , il  faudra  poser 


sin  a j..,  . i i 

~ -r  = i,  d ou  sin*  = — — cos  et -r-smct, 

sin  (5o°  — et)  1 y/a  y/a 


et  conséquemment, 


tanga  = 


1 

r+ÿTs** 


d’où  l’on  déduira,  au  moyen  des  tables,  la  valeur  angulaire 
de  a.,  laquelle,  avec  b = 1 , servira  à tracer  la  droite. 


19.  Pour  la  même  longueur  ù = AR  (Gg.  26)  et  tous  les 
• angles  possibles  *=LRX',  la  droite  R'L  prend  toutes  les  po- 
sitions possibles  autour  du  point  R ; poùV  chaque  valeur  angu- 
laire de  a de  o°  à 400°j  prise  avec  toutes  les  valeurs  possibles 
de  b , tant  positives  que  négatives  , la  droite  R'L  passe  par  tous 
les  points  de  l’axe  YY';  il  n’existe  donc  aucune  droite  dans  le 
plan  des  axes , dont  l’équation  ne  soit  comprise  dans  (3) , pour 
un  système  de  valeurs  convenables  de  et  et  b. 

On  observera  que  les  variations  de  l’angle  C n’influent  pas  sur 
la  position  de  la  droite , mais  seulement  sur  l’inclinaison  com- 
mune des  ordonnées  par  rapport  à l’axe  des  abscisses , de  fta- 
nière  que , pour  une  même  abscisse , l’ordonnée  correspond  à 
un  autre  point  de  la  droite. 


so.  Si  l’on  désigne  la  droite  par  l,  ces  notations  ( / , x) , 
(/,  y)  seront  propres  à indiquer  les  angles  de  la  droite  l avec 
les  axes  des  x et  des  y : ainsi  on  pourra  remplacer  sin  et  par 


(*)  Nous  supposerons  la  division  centésimale  du  quadrant- 
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sin  (/,  x),  et  sin(C— «ae)  par  sia (/, _y)  ; 
deviendra 


sin  (/,  x) 

*in  (l,y) 


x -{-  b 


a9 

ainsi  l'équation  (3) 


(4). 


ai.  Supposons  que  les  axes  deviennent  rectangulaires , au- 
quel cas  sin(£  — *)  =cosa:  l'équation  (3)  se  change  alors  • 
dans  celle-ci 


y = x + b = ax  -J-  b (5) , 

*'  cos  a 1 * v ' 


a représentant  tang  * : d’après  la  notation  précédente,  on  peut 
l’écrire  ainsi 

’ y — x tang  (l , x)  -+-  & (6). 

sa.  On  construit  l’équation  (5),  ainsique  nous  l’avons  dit 
précédemment,  en  cherchant  les  intersections  de  la  droite  qu’elle 
représente , avec  les  axes  rectangulaires  ; mais  si  la  droite  passe 
par  l’origine  (fig.  37  ) , auquel  cas  b = o , pour  construire 
l’équation 

y-=  ax. .....  (7), 

on  prendra  AP  = 1 = rayon  des  tables,  puis  ayant  porté  sur  une 
perpendiculaire  élevée  par  P,  une  longueur  PM  = a , prise  sur 
une  échelle  de  parties  égales  entr’ elles  et  à l’unité  linéaire, 
l’extrémité  M sera  un  autre  point  de  la  droite. 

Les  deux  droites 


^ y = x + 1 » y = iÀ-i 

sont  parallèles , puisque  le  coefficient  de  x , qui  est  la  tangente 
de  l’angle  fait  par  la  droite  avec  l’axe  des  x,  est  le  même  dans 
les  deux  équations  ; la  première  droite  coupe  l’axe  des  x à une 
distance  = — 1 , à gauche  de  l’origine  , et  la  seconde  droite  le 
coupe  à une  distance  = 1 , à droite  de  la  même  origine. 

On  trouvera  que  les  deux  droites 

f î 

, ,yr=x-t-t,  y = —x—l 

coupent  l’axe  des  x au  même  point , qu’elles  sont  situées  syrné- 
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tfiquement  par  rapport  à l’axe  des  a&j  c’est-à-dire , soUs  le 
meme  angle,  l’une  au-dessus,  l’autre  au-dessous,  et  de  plus,' 
qu’elles  sont  perpendiculaires  l’une  à l’autre. 

La  droite 

• y — x\/ — 1 — t 

se  réduit  à un  point  situé  sur  l’axe  des  y,  au-dessous  de  l'axe 
des  x,  à une  distance  de  l’origine  égale  à l’unité  , puisqu'il  n’y 
a qu’une  valeur  réelle  de  y , laquelle  correspond  à x = o. 

Ainsi  la  ligne  b et  la  tangente  trigonométrique  a étant  don- 
nées , il  est  possible  et  facile  de  construire  la  droite  de 
l’équation 

»#  y = ax  + 6;  . 

car  ces  données  déterminent  le  point  dans  lequel  la  droite 
coupe  Taxe  des  y , point  dont  les  coordonnées  sont  x = o , 
y =zb , et  celui  dans  lequel  elle  coupe  l’axe  des  x , et  qui  ré- 
■ b , . 

pond  k y — o et  x = — Réciproquement,  connaissant  l’or- 
donnée y du  point  dans  lequel  une  droite  rencontre  l’axe  des  y, 
et  l'abscisse  x de  son  intersection  avec  l’axe  des  x,  on  peut 
composer  l’équation  de  la  droite. 

Par  exemple , l’ordonnée  de  l’intersection  d’une  droite  avec 
l’axe  des  y , est  — f , et  l’abscisse  de  l’intersection  de  la  même 
droite,  avec  l’axe  des  abscisses,  est  — f ; on  a d’abord  i— — î -, 
pour  trouver  a , on  décrira  (Gg.  28)  de  R',  comme  centre , 
avec  le  rayon  r=  1 =^R'/i , un  arc  auquel  on  mènera  la  tan- 
gente nt,  et  on  aura  la  proportion  ijf 

nt  : R'n  ::  ar  : r'à  -, 

d’où 

a — 1 « — £À 

“ — J 5 — as  > 

et , en  observant  que  la  tangente  a est  négative , on  obtiendra 
cette  équation  de  la  droite  , ■ 

y — ax  r ^ 

s3.  Dans  les  questions  suivantes,  nous  supposerons  les  axea 
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rectangulaires , ensorte  qu’il  s’agira  toujours  d’évaluer  lès  in- 
connues o et  A de  manière  que  la  droite  | 

y = ax  -(-  b 

ait  la  position  requise. 

• Problème  I.  Assujétir  une  droite  à passer  par  deux  points 
donnés. 

Les  données  de  position  de  ces  points , seront  x',  y'  pour 
l’un,  x",y"  pour  l'autre;  il  faut  écrire  que  chacun  de  ces  points 
se  trouve  sur  la  droite  : c’est  ce  qu’on  exprimera  en  disant, 
i°.  que  lorsque  l’abscisse  générale  x cfe  la  droite,  devient  x', 
l'ordonnée  correspondante  y devient  y'  ; 2°.  que  pour  x=x"1 
l’ordonnée  y —y".  Ou  a donc  à joindre  à cette  équation  géné- 
rale d'une  droite , * 

- . * \ 

y=*ax+b......Xiy 

ce  s deux  équations  de  condition , . 

(2) _/  = ax’  -f-  b , y"~  ax"  + b.. ..(S), 

dont  la  différence  donne 

> • v i - 

y-yy^'y-y 


X 


et  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  a dans  l’une  des 
équations  (2)  et  (3)  , on  trouve 

b~y' 

x"—x>  ’ 

reportant  ces  valeurs  de  a et  b dans  (1) , on  obtient 

v'  — y" 

y— y (*—*')••• -(4). 

x et  y étant  les  coordonnées  générales  de  la  droite.  On  par- 
viendra plus  simplement  à l’équation  (4)  en  retranchant  (2) 
de  (1)  , ce  qui  donne 

y —y  = a ( x — x').V: ; (5) , 
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Sa 

et  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  a , tirée  de 
la  différence  entre  (a)  et  (3).  Il  faut  observer  ici  que  retran- 
cher (a)  de  (1)  , revient  à prendre  dans  (a)  la'valeur  b , et  à 
la  porter  en  place  de  b dans  (1). 

11  ne  sera  pas  inutile  de  résoudre  la  même  question  par 
la  géométrie.  Soient  ( fig.  ag  ) 

AF=x',  FM—/,  AP"=x",  P"M"=/,  AP=*,  PM  = y; 


les  triangles  semblables  M'mM , M'm"M"  donnent 


d’où 


-,  M'm* 

Mm  = r—, — h-  .Mm,  » 

Mm 

P"M" P'm* 

PM  — P'M'  = ( AP  “ AP')  : 


en  remplaçant  ces  lignes  par  les  notations  algébriques  , on 
retombe  sur  l’équation  (4). 

Dans  le  triangle  M^M'/n",  la  tangente  trigonométrique  de 
l’angle  M"M'm"  est 


_ M"m" 
° ~ M'm" 

On  a encore 


M"P"  -r  M'P'  y"  — y'  y'  — y" 

AP"—  AP'”  x*—  x'  “ x'  — x* 

r 


AR  — b — PTM'—  M'm' = FM'—  a X Rm'  —y’  • x', 

x —x 

ce  qui  est  la  valeur  de  b trouvée  plus  baut. 

Il  convient  encore  de  discuter  l’équation  (4) , c’est-à-dire  , 
de  s'assurer  si  elle  rend  les  conséquences  des  hypothèses  faites 
sur  les  données  x/,  /,  x",  y",  ce  qui  servira  d’ailleurs  de  vé- 
rification. Dans  cette  équation , en  faisant  x = x',  on  trouve 
y = y',  ce  qui  doit  arriver.  L’équation  (4)  revient  encore  à 
celle-ci 


qui  pour  x =x",  donne  y sz  y",  ce  qui  doit  être.  Si  l'on  sup- 
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pose  y ~y",  et  alors  les  deux  points  donnés  Al',  M"  sont  4 
la  même  distance  de  l’axe  AX , on  trouve , d’après  (4)  et  (£)  , 

y—y'>  y=y"> 

ce  qui  indique  que  l’ordonnée  générale  est  constante , ou  que 
la  droite  est  parallèle  à AX , conclusion  qu’on  tire  encore  de 
' l’expression  de  a qui  devient  nulle.  Pour  x'  — x",  les  deux 
points  M',  Al*  sont  sur  une  perpendiculaire  à AX  par  l’ex- 
trémité de  x'  -,  en  même  temps  a = oo  , conséquence  de  l’hypo- 
thèse. Enfin , aux  deux  hypothèses  x' — x",  y'  —y",  correspond 
a — ; , ce  qui  apprend  que  la  position  de  la  droite  est  in- 
déterminée ; et  en  effet , elle  n’est  assujétie  qu’à  la  condition 
de  passer  par  un  seul  point.  Sous  l’hvpothèsej'  =:  o , l’abscisse 
correspondante 

x“y'  — y"x' 
x = — ^ —» — 

y —y 

est  celle  AR'  (fig.  fit))  du  point  de  rencontre  de  la  droite  avec 
l’axe  des  abscisses  : pour  x=o , on  trouverait  l’ordonnée  AB z=b. 

Problème  II.  Exprimer  la  distance  de  deux  points  au  moyen 
des  coordonnées  de  ces  points  (fig.  3o). 

La  distance  M'AI"  est  l’hypotbénuse  du  triangle  rectangle 
M'JM'W',  et  si  on  la  désigne  par  D , on  aura 


D = VMV‘+  Vfm''=s  v/(  y-— y')»+  ( X*  y y. 

Si  le  point  M'  est  à l’origine  A , les  coordonnées  x',  y'  deve- 
nant nulles , l’expression  précédente  se  réduit  à 


D = \/ÿ‘*  + x"-1  = x"  \/i+  a\ 
parce  qu’alors  l’équation  de  la  droite 
y = ax 

devant  avoir  lieu  pour  x=  x",  y =y",  donne 

y"  = ax"- 

Problème  DI.  Assujétir  une  droite  à passer  par  un  point 

3 
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donné , et  à être  parallèle  à une  ligne  donnée  de  position . 

Soit  / . .y  • - ; 

y = ax  -f  b (i)  „ 

l'équation  de  la  droite"  donnée  pour  laquelle  les  quantités  a 
et  b sont  conséquemment  connues  : soit  l’équation  de  la  droite 
cherchée 

y = a'x  -f-  b'.  ...(2) 

où  les  quantités  a!  et  b'  sont  inconnues.  Désignons  par  x‘ , y' 
les  coordonnées  du  point  donné  : puisqu’il  doit  être  sur’  la 
seconde  droite  , on  aura  la  condition 

/ = aV  +.b'.....  (3): 

retranchant  (3)  de  (2) , ce  qui  revient , comme  nous  l’avons 
dit  ( probl.  I) , à évaluer  b',  on  aura 

y — y — a'  (x  — x')..,... (4)  ; 

d’ailleurs , les  deux  droites  devant  être  parallèles  , les  tan- 
gentes trigonométriques  a et  a'  doivent  être  les  mêmes  ; in- 
troduisant cette  seconde  condition  dans  (4) , l’équation  de  la 
droite  cherchée  sera 

y — y = a(x-x') (5). 

Si  l’on  veut  dire  que  le  point  donné  est  sur  la  droite  donnée  ,• 
il  faut  éçrire’  que  l’équation  (1)  a encore  lieu  en  changeant 
x en  x',  et  y en  y',  auquel  cas  elle  devient 

y'  =.  ax'  b \ 

substituant  cette  valeur  de  y'  dans  (5) , on  trouve  après  les 
réductions , 

y = ax  + b -, 

donc  la  seconde  droite  se  confond  avec  la  première  , ce  qu’on 
savait  d’avance. 

Problème  IV.  Trouver  T angle  de  deux  droites  données  de 
position  dans  un  plan  (lig.  3i  ). 

Les  données  de  la  question  sont  les  angles  CAX  — “ , 


■ 1 


1 
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CBX  = * que  doit  faire  chacune  des  droites  avec  l’axe  AX  , 
et  il  s’agit  de  trouver  l’angle  ACB  = V.  On  a(Géoni.) 

«'  = « + v,,  y 

d’où  tangV  = tang(«  —«)  = T^aa'  ’ 

en  posant  tang  » = a , tang  *'  = a'.  Si  les  droites  sont  pa- 
rallèles , tang  V = o,  et  on  trouve  a'  = a , résultat  connu. 
Si  les  droites  sont  perpendiculaires  l’une  à l’autre  , tang  V =oc , 
donc 

1 -f  na'  = o (i). 

Telle  est  donc  la  relation  fréquemment  employée  qui  existe 
entre  les  coefliciens  de  x dans  les  équations  de  deux  droites 
perpendiculaires  l’une  a l’autre. 

Réciproquement , dans  le  cas  de  cette  relation , les  droites 
font  un  angle  droit;  car  on  déduit  de  (î) , 


cos  « cos  a sin  <*  sin  * = o , 


conséquemment , 
donc  l’angle 


cos  ( * — <«  ) = o ; 

0t  — a — \ — ioo*. 


Problème.  Y.  i°.  Assujétir  une  droite  à passer  par  un  point 
donné  et  à rencontrer  une  droite  donnée , sous  un  angle  dé- 
terminé ; a",  trouver  L expression  de  la  distance  entre  le  point 
donné  et  le  point  de  rencontre  ( fig.  32  ). 
i°.  L’équation  de  la  droite  donnée  est 

y = ax  b (i)  ; 

celle  de  la  droite  cherchée  est 

y =afx  + b' (a). 

On  connaît  a , b , et  il  faut  évaluer  a'  et  b'  d’après  le3 
conditions  de  l’énoncé.  Or  en  tant  que  la  droite  cherchée  doit 
passer  par  le  point  x',  y',  son  équation  devant  avoir  lieu  pour 

3.’. 
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x — x',  y =y',  sera 

y'  = a'x'  + i' ......  (3)  , 

et  conséquemment  en  retranchant  (3)  de  (a) , on  aura 


y — y'  = a'.(x  — x')....(4). 

Nous  avons  donc  déterminé  b ' d’après  l’une  des  conditions , 
et  il  reste  à évaluer  a d’après  l’autre.  Or  m désignant  la 
tangente  trigonométrique  de  l’angle  entre  les  deux  droites  , on 
a (problème  IV), 


m 


a' — a 
1 -f  aa'  ’ 


d’où 


, a -h  m 

a = ; 

î — ma 


reportant  cette  valeur  ponr  a'  dans  (4) , on  introduira  la  seconde 
condition , et  la  droite  cherchée  aura  pour  équation 

K 


y -y 


a -+-  m 


(x  — x')....(5). 


a°.  Pour  obtenir  la  portion  de  cette  droite  comprise  entre 
le  point  x' , y'  et  la  droite  donnée,  il  faut  connaître  les  coordon- 
nées de  l’intersection  de  ces  deux  droites , coordonnées  qui  ne 
peuvent  être  que  les  valeurs  de  x et  y qui  satisfont  en  même 
temps  aux  deux  équations  (î)  et  (5) , et  que  nous  désignerons 
par  x",  y"  : mais  comme  la  formule  de  la  distance  entre  deux 
points  x',  y ; x",  y",  est  donnée  au  moyen  des  différences 
x" — x',/ — y' (prob.  II)  , nous  préparerons  ainsi  les  équa- 
tions (i)  et  (5)  , 


y-y  = 
y-y  = 


a ( x" — x'  ) — y ' -f-  ax'  -f-  & > 


û -(-  m 
î — ma 


(x"— x')  : 


on  déduit  de  là 


y-y  = - 


a *4-  m 
m (a1  -f-  î) 


1 — ma 
m(q*-H) 


(y  — ax'  — b ) , 
(y  — ax' — b). 
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Substituant  ced valeurs  dans  la  formule  delà  distance  (probl.  Il), 
qui  est 


on  trouve 


D = V/[(*"_a/)*+ (/'-/)*]. 


1 4 -m' 
l -f -a* 


(6). 


Lorsque  le  point  x' , y'  est  sur  la  droite  donnée , l’équation  (i) 
étant  satisfaite  par  x' , y',  donne  ■, 

y'  = ax'  + b , d’où  y' — ax'  — b = o ; 

et , d’après  cela  , D = o : ce  qui  doit  être , puisqu’ alors  la 
droite  menée  du  point  x',  y'  au  point  x",  y ",  est  nulle. 

Lorsque  la  droite  cherchée  doit  être  perpendiculaire  à la  droite 
donnée , on  a m — ac,  î -f-  ma  devient  m‘,  et  l'expression 
(6) , qui  donne  alors  la  plus  courte  distance  d’un  point  à 
une  droite,  devient 


Que  la  droite  doive  faire  avec  celle  qui  est  donnée  pn  angle 
de  5o°  ; il  faut  faire  m = î , et 


iy  = — M'P. 

V/i  +a“ 


•(8). 


Le  rapport  de  D'  à D , c’est-à-dire  , de  M'P  à M'P' , est  celtfi 
de  la  diagonale  au  côté  du  carré , qui  a pour  expression  ‘ 


M'P 

M'P'  ~ V/2’ 


Écrivons  la  plus  courte  distance  (7)  sons  la  forme 
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et  observons  que,  pour  la  droite  R'L  (fig.  35),  on  a 


ensorte  que 


— x'  + AIT 


si  la  droite  R'L  tourne  autour  du  point  R',  jusqu’à  devenir 
perpendiculaire  en  R'  à l’axe  AX  , . on  aura  a = oo  et 

D = AR'  — x'  = M'N'. 

Lorsque  a — o et  b — o , on  trouve  d’après  (7) 

D = y = M'P'  ; 

ce- qui  doit  arriver,  puisque  la  droite  donnée  se  confond 
alors-, avec  l’axe  AX. 

Problème  VI.  Assigner  la  condition  sous  laquelle  trois 
droites  menées  des  trois  sommets  (T un  triangle  , se  couperaient 
en  un  seul  point  ( fig.  34). 

Soient  x',  y'  ; x",  y"  ; x",  y"  les  .coordonnées  des  sommets 
D-,  B et  C : les  trois  droites-  menées  par  ces  sommets  auront 
pour  équations  , 

y—/—  a(x—x)  , y-y"—  a\x—x")  , y— yn=  a*(x— x*) , 

a',  a",  a " étant  les  tangentes  trigonométriques  des  angles 
entre  chacune  de  ces  droites  et  l’axe  des  abscisses , angles 
qui  particulariseront  le  système  de  droites  à l’égard  desquelles 
on  résout  la  question.  Il  faut  donc  dire  que  ces  trois  équations 
sont  satisfaites  par  un  même  système  de  coordonnées  x et  y , 
lesquelles  appartiendront  au  point  commun  ou  de  concours  R 
des  trois  droites.  Qn  trouve  ainsi  l’équation  de  condition 


a'a!\x' — x") 

-f -a"a*(x" — x") 

* -1-  a,a{xm — x')  = o...(i). 

Si  l’on  place  le  côté  BC  (fig.  35  ) sur  l’axe  des  abscisses , et  le 
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point  B à l’origine  A,  ce  qui  donne 

x"  — o , y"  = o , y"  — o, 

l’équation  de  condition  se  simplifie  et  devient 

—a’y'+  ay+  a'a'x"—  a"am*w+  aV(/-  x)  = o (2). 

Pans  chacune  des  questions  suivantes , il  sera  plus  simple 
de  former  directement  l’équation  de  condition , que  de  recou- 
rir aux  formules  (1)  ou  (2). 

Problème  VII.  Rechercher  s’il  existe  un  point  unique  de 
rencontre  des  droites  menées  des  trois  sommets  d’ùn  triangle 
perpendiculairement  aux  côtés  opposés  (Gg.  36  ). 

L’équation  du  côté  AC,  est 

ÿ — °> 

et  celle  de  la  droite  DP"  passant  par  D et  perpendiculaire 
à AC , est 

x = x", 

x"  étant  l’ abscisse  du  point  D.  La  droite  DC  assujéjde  à passer 
par  les  points  D et  C , qui  ont  pour  coordonnées  x"  et  y", 
a'*  et  y"  = o , a pour  équation 

y = x’«  ^ x"  ( x x")  > 

> , r ■ _ 

et  celle  de  la  droite  AP  qui  lui  est  perpendiculaire  , étant 

de  la  forme 

y = ax> 

on  a pour  condition  de  perpendicularité  entre  DC  et  AP 
(probl.  IV), 

7^  + 1=°,  dou  a = — y~- 

On  trouve  de  même  que  la  droite  DA  ayant  pour  équation 


--L.*  ' 
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et  la  droite  CP'  représentée  par 

y = 

seront  perpendiculaires  sous  la  condition 


ay 

x 


+ 1 


d’où 


Il  s’agit  donc  de  reconnaître  si  les  trois  droites 

menées  par  D , A et  C , se  coupent  en  un  point  unique.  Or 
d’après  la  première  équation , la  seconde  et  la  troisième  de- 
viennent identiques.  Ainsi  les  deux  perpendiculaires  AP,  CP'  se 
coupent  sur  la  perpendiculaire  DP"  en  R,  et  on  n’a  pas  eu  be- 
soin de  recourir  à la  condition  analogue  à (a),  Q probl.  VI]. 
Pour  introduire  la  condition  DA  = DC , il  faudra  supposer 
x"  = ax".  Le  triangle  devenant  équilatéral , on  aura 


y-*  -f-  x"'  = AD  = xm%  — 4*"*,  d’où  y°  = x*y3. 

Problème  VIII.  Rechercher  s'il  existe  un  point  unique  de 
rencontre  des  trois  droites  menées  des  trois  sommets  d'un 
triangle  aux  milieux  des  côtés  opposés  (fig.  37). 

Menons  du  point  A au  milieu  M du  côté  DC  , la  droite  AM  ; 
et  désignons  toujours  par  x“,  y"  les  coordonnées  de  D , et  par 

Xm,  y"  ==  o celle  de  C ; les  coordonnées  de  M seront  , 
J 2 

x“  4-  x' 

— - — . : ainsi  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  MAX 
y" 

tera  -,  J 


x"-fx' 


, et  l’équation  de  AM, 


, \ oc 

Les  coordonnées  de  M' , milieu  de  AD , étant  — , — ,1a  tan- 

a a 
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y” 

gente  de  M'CA  sera  — — — j , et  conséquemment 

tan  g M'CX  = 5 ; 

° x — zx 

ensorte  que 

y = C^  — •r") (®) 

sera  l’équation  de  CM'.  Enfin  M",  milieu  de  AC , ayant  pour 

xm 

abscisse  — , l’équation  de  DM*  sera 


Or,  comme  en  substituant  dans  (2)  et  (3)  pour  y , sa  valeur 
donnée  par  (1) , on  déduit  des  résultats  la  même  valeur  de  x , 
savoir , 

J»  |_  _ il 

X -4-  X 

x=  3 » » 


on  conclut  de  là  que  les  deux  droites  CM',  DM"  se  coupent 
en  un  point  R'  de  AM.  A cette  valeur  x répond 


ainsi  le  point  R'  est  au  tiers  de  la  ligne  M*D , à partir  de 
M".  Ce  point  R'  est,  en  effet,  le  centre  de  gravité  du  triangle 
( Statique )» 


Problème  IX.  Rechercher  s'il  existe  un  point  unique  de 
concours  des  trois  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux 
des  trois  côtés  d'un  triangle  (fig  38). 


L’équation  de  AD  est 


celle  de  DC  est 


,(a:  — x">. 
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celle  de  AC  es* 

y ~ ° y 

i°.  l’équation  de  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  M'  de 
AD  , est 

(0; 

a®,  celle  de  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  M de  DC , est 


y—iy  = 


3°.  celle  de  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  M"  de  AC , est 


Les  équations  (i)  et  (a)  donnent,  après  avoir  égalé  les  va- 
leurs de  y , 

x'" 


ce  qui  prouve  que  les  deux  premières  perpendiculaires  se 
coupent  sur  la  troisième , en  R".  D’ailleurs  la  substitution  de 
la  valeur  de  x donnée  par  (3)  dans  les  équations  (î)  et  (a) , 
rendant  les  seconds  membres  identiques  , on  en  conclut  que  les 
deux  premiers  le  sont  aussi , et  qu’ainsi  les  deùx  premières 
perpendiculaires  se  coupent  sur  la  troisième. 

Problème  X.  Trouver  l’équation  cf  une  droite  qui  divise  éga- 
lement r angle  de  deux  droites  données  (fig.  3g). 

Soient  AD,  AC  les  deux  droites  données,  et  AM  celle  qui 
divise  également  l’angle  DAC  : on  aura  pour  équation  de  AD , 


y = ax-, 

pour  équation  de  AC  , 

y = a'x> 

et  pour  équation  de  AM , 

y z=  Ax, 

A étant  une  quantité  à déterminer  au  moyen  de  a et  b.  Or  ^ 
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AM  fait  avec  AD  un  angle  dont  la  tangente  est 

a — A 
ï -J- a A ' 

* 

et  l’angle  de  AM  avec  AC  a pour  tangente  ■. 

jV  — a" 


On  a donc  la  condition 
A — a‘ 


1 + q,a* 
a — A 


i .+  a A i -j-  aA 1 

d fflù  l’on  déduit  pour  A cette  équation  du  second  degré 

Aa  2 (aa' — i^. 

Aa j — ~ A — i = o. 

« + a 

qui  donne  les  deux  racines 

A!  = aa'~  1 +t/(t  + aa)  Q a'*) 

a-\-a'  ' ’ * 

• A"  = aa'—  »—  l/(i +«*)(!  +Q 

a + a' 

Comme  la  relation  . 

A' A"  +i=o 

est  satisfaite , puisque  le  dernier  terme  de  l’équation  du  second 
degré  est  — î,  il  faut  en  conclure  (probl.  IV)  que  les  deux 
lignes  AM  qui  résolvent  la  question , sont  à angles  droits  ; l’une 
AM  divise  l’angle  donné,  et  l’autre  AM'  divise  le  supplément 
DAC'  : et , en  effet , la  division  en  deux  parties  égales  de  l’un 
de  ces  deux  angles  , emporte  celle  de  l’autre. 

On  peut  supposer,  sans  altérer  la  généralité  de  la  solution  , 
que  la  droite  AC  se  confonde  avec  AX , auquel  cas  a — O , 
et  les  racines  précédentes  deviennent 


, — i + V\  + a? 

a 


A'  = 


— 1 — y/ 1 + C*  _ 
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Ja  première  de  ces  deux  tangentes  étant  positive , est  celle  de 

l'angle  MAC  ; la  seconde  est  celle  du  supplément. 

Problème  XI.  Rechercher  s'il  existe  un  point  unique  de 
concours  des  trois  droites  qui  divisent  également  les  trois  angles 
d'un  triangle  (Eg.  4°). 

Nous  venons  de  trouver 

A'  = — » + V > + a* 


A étant  la  tangente  de  l'angle  DAC.  Pour  résoudre  la  même 
question  à l’égard  de  l’angle  D , nous  imaginerons  par  A une 
parallèle  AC'  à DC  ; ensorte  que  la  ligne  AM',  qui  divisera 
également  l’angle  C'AD  , sera  parallèle  à la  ligne  DD'  qui 
diviserait  l’angle  ADC  suivant  la  même  condition,  et  consé- 
quemment l’angle  M'AC  sera  égal  à l’angle  D'DÇ,  Or  l’équa- 
tion de  AI)  est  • 

y = ax  , 

celle  de  AC', 

y — 

celle  de  AM', 

y = Bx; 


ces  équations  étant  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  employées 
dans  le  problème  précédent , sauf  le  changement  de  a'  en  « , 
et  de  A en  B , on  aura  ces  deux  valeurs  de  B , 

> + %/ (*  + <*“)(»+ «*) 

» — y/p 4-«*)0  -f-  «*) 

« 

La  division  de  l’angle  DCA  en  deux  parties  égales  par 
CR",  est  ramenée  à celle  de  l’angle  C'AX'  par  AM"  paral- 
lèle à CR*  : or  l’équation  de  AX'  est 


celle  de  AC'  est 


s 
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èt  celle  de  AM"  est 

y ~ Cx> 

donc  on  aura  ces  deux  valeurs  de  C , analogues  à A"  et  à A' 
( probl.  X ) , > 

C'  = — 1 — ^ 1 ***  Q"  —l  — 1 ~j~V^  1 


On  dira  que  le  triangle  ADC  est  isoscèle , en  écrivant*  = — a , 
parce  que  « = tang  C'AX  = tang  DCX , qui  est,  au  signe 
près , la  tangente  de  DCA  r=  DAC  : dans  ce  cas  ? 

B7  = tang  DD'C  = oo  , 

d’où  l’on  conclut  que  là  ligne  DD'  qui  divise  également  l’angle 
ADC  , est  perpendiculaire  sur  AC. 

Il  est  facile  d’énoncer  la  tangente  B de  l’angle  DD'C.,  au 
moyen  des  tangentes  A , C et  * , et  de  juger  ainsi  du  signe  de  B : 
désignant  par  m la  tangente  de  l’angle  D'Demi  ADC,  on 
a (Trigon.) 

tang  DD'C  = B=  ; 

l-J-am  • 

de  l’égalité 

DCX  sa  ADC  + DAC  , 

résulte  celle-ci 

ADC  __  DCX  _ DAC 
a a a ’ 

. d’où  (Trigon.)  ’ . 

tang  l PCX  — tang  | DAC  _ tang  a DCX  — A 

t + tang  i DCX  X tang  i- DAC  — i + AtangiDCX  * 
or 


DCX  -f-  DCA  = t , d’où  — ^ - — 

a a a * 

donc 


tang  A DCX 


i J 

tang  i DCA  tangR’CA 


i 

C * 
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- , m = 


cf  A 


A 


i -f-  CA 
A— C 


et 


a(A  — C ) — (,  -f~  CA) 
(A  — C ) + a.  ( 1 -f*  CA  ) 


Pour  1 -f-  CA  = o , ce  qui  a lieu  si  les  droites  AR"  et  CR" 
sont  perpendiculaires  l’une  à l’autre  , on  trouve  B = a , en- 
sorte  que  D'D  et  CD  sont  parallèles  , et  alors  le  triangle 
n’existe  pas. 

Si  l’on  suppose  les  angles  DAC , DD'C  aigus  , et  l’angle 
DCX  obtus  , et  que  l’on  désigne  toujours  par  x",  y"  les  coor- 
données du  point  D,  et  par  x ",  y"=  o celles  de  C,  on  aura 
pour  l’équation  AR", 

y = A'x, 

pour  celle  de  DR",  ' 

= B'(x-x"), 
enfin  pour  celle  de  CR!*, 

y = c' (*-*"')  f 

les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  AR*  et  CR"  sont 


x ■■ 


C'x" 


_ A'C'x'" 
y ~ C'— A'  ’ 


C'— A'  ’ 

la  droite  menée  par  D et  par  R"  aura  donc  pour  équation 

" y* x" ( C' — A')  — C'x"  X}‘ 

„ y"  ( C'  — A'  ) — A'C'x'"  , . , .s 

Ainsi  * y ■■■ , " est  *a  tangente  que  la  droite 

menée  par  D et  par  le  point  de  concours  de  CR"  et  AR"  fait 
avec  l’axe  XX , et  si  les  trois  droites  concourent  en  R",  cette 
tangente  doit  être  = B'.  Pour  • connaître  si  cette  identité  a 


/ . 


» c 


vDANS  ON  PLAN. 

lieu,  éliminons  y*  et  x"'  d’après  les  relations 
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DP 


DP 


.z_  ,—~ 

AP  X"'  CP 


x — x 


d’où  l’on  déduit 

y"  — ax"  , x " 

ces  substitutions  donnent 


(*  — a)  x" 

A 


y"  (C—  A')  — A'C'x"  a*  (C — A')  — A'C'  (a  — a) 

x" (C' — A')  — Cxw  ~ aC'—AÂ'  ”,,W* 

Or  si-  l’on  multiplie  le  numérateur  de  la  racine  B' , d’abord 
par  V*  + a?,  puis  par  \/ 1 et  qu’on  ajoute  ces  pro- 

duits , on  aura  une  somme  divisible  par  a + a ; ainsi  en  multi- 
pliant les  deux  termes  B'  par  la  somme  \/  i-f-a1  -f-  1 -f- 

on  trouvera 

a [/ 1 a%  a v/i-4-a1 


B'  = . 

|/l  + û*+  [/ 1 + aa 

or  comme  A' A"  = — î , C'C"  = — î , on  a 


(A); 


c'  — • 

d’où  l’on  déduit 


A" 

1 

’CF 


+ l/i  +a*’ 


V 1 + 


/- — a — A ' „ / 1/  — r et 

y/l  + ““  = — ^— > l/*+*,  = — çr— 

Ces  valeurs  portées  en  place  des  radicaux  dans  l’expression 
(i)  la  changent  dans  l’expression  (a)  ; d’où  l’on  conclut  que 
les  trois  droites  concourent  en  un  point. 

Théorème.  Les  points  de  concours  , i“.  des  perpendiculaires 
menées  des  sommets  sur  les  côtés  opposés  d’ un  triangle  ; 3°  des 
perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  de  ces  côtés;  3°.  des 


a — 
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Urnes  qui  joignent  les  sommets  avec  les  milieux  de  ces  côtés , 
' sont  en  ligne  droite. 

Les  perpendiculaires  menées  par  A et  D aux  côtés  DC  et  AC , 
ont  pour  équations  £ probl.  VII] , ( Gg.  36  ) , 

xm—x" 

y — — -a—  x — x -, 

' y 

les  coordonnées  du  point  de  concours  R , sont 

„ x"—x"  „ 

x = X , y = -x. 

Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des  côtés  AD,  AC, 
sont  £ probl.  IX  3 , ( Gg.  38  ) représentées  par 


X 

2 


les  coordonnées  du  point  de  concours  R",  sont 

x0  y"  x"  /x*— x*\ 

X=T’  y—z~y  \ à )■ 

L’équation  d’une  droite  assujétie’  à passer  par  ces  deux  points 
de  concours  R et  R",  est  donc 

y'y  - (J»-  x")  x°  = --  y"\x-  x"  ) (,); 

ainsi  tout  se  réduit  à reconnaître  si  les  coordonnées  du  point 
de  concours  de  deux  des  trois  droites  qui  joignent  les  sommets 
avec  les  milieux  des  côtés  opposés,  satisfont  à cette  équation. 
Or  l’équation  de  la  ligne  menée  de  A au  milieu  M de  DC,  est 
[probl.  VIII),  (Gg.  37) 

v JL x 

y à?  x> 

celle  de  la  droite  menée  de  C au  milieu  M'  de  AD , est 
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et  comme  les  coordonnées  du  point  R'  d’intersection  de  ces 
deux  droites  , savoir , 


x" 


y 3 ’ . 


réduisent  l’équation  (1)  à zéro  , on  en  conclut  que  les  trois 
points  en  question  sont  en  ligne  droite. 

Problème  XII.  Trouver  le  cosinus  de  r angle  entre  deux 
droites  doAnées  déposition  (Gg.  40- 

On  peut  toujours  à deux  droites  quelconques  qui  se  coupent, 
en  substituer  deux  autres  AL  et  Al  menées  par  l’origine  A , 
et  qui  soient  respectivement  parallèles  aux  proposées.  Prenant 
AM  = AM'  = 1,  on  aura  (Trigon.)  et  (ao) , 


cos  (L,  /)  = 


AM'  -f- AM"  — M'M"  a — M'M" 

aAM'x  AM"  “ â * 


Si  l’on  désigne  par  x',  y'  les  coordonnées  du  point  M'  et 
par  x",  y"  celles  du  point  M",  on  aura  (Probl.  II.) 

Mnvrl=  (/-/?  + ( 3f— 

— y'l+x'>+y«>+x">  _2(y_y"+xV') 

= a — a (y’ yn  + x'x") , 

■ — - a 

en  observant  que  = = i , et  que  y"*  -(-  x"* 

= AM"  =*  i ; donc 

cos  (L , t)  = y' y"  -f-  x'x"  : 
or  les  équations  de  AL  et  Al , sont 

y = ax , y — a'x , 
et  conséquemment , 

y = ax',  y * = a’x”  ; 

d’où  y' y"  ■=.  aa'x'x",  e( 

æos(L,  /)  =(aa'-{-  i)x'x"; 
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mais  d’ailleurs  a’x'1  -f-  x'“  = 1 , a'*x"“  -f*  a-’"1  — > J donc 


et  enfin 


y/  i + a‘ 
cos(L,  /)  = 


V/i+a'1 
i -f-oa' 


V/i  + a*XV/'«+“'‘ 


Pour  cos  (L , ))  = o , ou  ( L , / ) = - , *•  étant  la  demi- 

circonférence  , on  a i-f-aa'=o,  relation  démontrée  (probl.  IV) 
entre  les  coefficiens  de  x,  pour  deux  droites  rectangulaires. 

On  peut  arriver  à ce  résultat  d’une  manière  plus  simple. 
En  effet,  si  l’on  désigne  par  a.  l’angle  LAX,  et  par  a.'  l’angle 
/AX,  on  aura 


cos  (tf  — et')  = cos  et  cos  et'  -f-  sin  et'  sin  et  ; 
or  (Trigon.), 


■ ■ — ) tua  a.  1 

y/ 1 -f-  tanga  et 
tang  <t 

■■y  ...■ ....  .=• , cos  et  = — ,^=  , 

y/i-f-tang2*'  y/i-f-tangV' 


donc  en  posant  tang et  =x  <z,  tang  a!  =a',  on  trouvera  par  ces 
substitutions  dans  cos  (et'  — et) , 


cos  (et  — et')  = cos  (L , l)  = 


aa'  + î 

y/ i-i- a* x y/ i-H*'* 


Problème  XIII.  Problème  des  courriers  en  nombre  quel- 
conque (fig.  4a). 

On  entend  par  mouvement  uniforme , le  mouvement  en  vertu 
duquel  un  corps  parcourt  des  espaces  égaux  dans  des  intervalles 
de  temps  égaux,  ensorte  que  les  espaces  sont  proportionnels  aux 
temps  employés  à les  parcourir;  mais  les  ordonnées  d’une  ligne 
droite  sont  aussi  proportionnelles  aux  abscisses  correspondantes  : 
Ainsi  les  abscisses  étant  prises  pour  représenter  les  temps , les  or- 
données représenteront  les  espaces  correspondans  , et  la  vitesse 
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qui  n’est  que  l’espace  parcouru  pendant  l’unité  de  teftips  , sera 
l’ordonnée  correspondante  4 l’abscisse  égale  à l’unité  linéaire. 

En  conservant  les  désignations  employées  dans  l’algèbre 
(première  sect.  , chap.  iG),  et  prenant  AP  =:  1 , l’ordonnée 
PA1  correspondante  sera  la  vitesse  d du  second  courrier;  mais 
pour  que  l’origine  des  temps  , qui  est  celle  des  abscisses,  soit 
la  même  pour  les  deux  courriers , nous  supposerons  le  premier 
courrier  en  R,  lorsque  le  second  est  en  A,  eusorte  que  l’espace 
AR  déjà  parcouru  par  ce  premier  courrier , lorsqu’on  compte 
o temps  , sera  a -f - bc , a étant  l’intervalle  entre  les  deux  lieux 
de  départ,  c la  vitesse  , et  b le  nombre  d'heures  dont  le  départ 
du  premier  courrier  précède  celui  du  second.  Si  par  R on 
mène  RX'  parallèle  à l’axe  des  abscisses , et  qu’on  prenne 
RP'  — AP  = 1 , P'M'  sera  la  vitesse  c du  premier  courrier  , 
et  une  ordonnée  quelconque  de  la  droite  RN , telle  que  pn , 
se  composera  toujours  de  pp'~  AR  et  de  p'n,  espace  par- 
couru par  le  premier  courrier  pendant  le  temps  qu’emploie 
le  second  courrier  à parcourir  l’espace  pn'  ; ainsi  la  question  • 
de  trouver  l’espace  parcouru  par  le  second  courrier,  lorsqu’il 
rencontre  le  premier , se  réduit  à assigner  l’ordonnée  QN  du 
point  d’intersection  des  deux  droites  AN , RN , et  l’abscisse 
AQ  du  même  point , donnera  le  temps  écoulé  jusqu’à  cette 
époque  , depuis  le  moment  du  départ  du  second  courrier.  Or 
l’équation  de  la  droite  AN  est 

y = dr,  y' 

et  celle  de  RN  est 


y = ex  -f  a + bc  ; £ 

mais  au  point  de  rencontre , les  deux  droites  devant  avoir 
mêmes  coordonnées  , on  aura 


a -f  bc 

x= ... 

d — c 

valeur  de  # à laquelle  correspond 

_ d ( a -4-  bc  ) 
y~~  d — c 


(0, 


4.. 
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La  différence  n n entre  les  espaces  parcourus  au  bout  du 
temps  Ap , est  , 

n'n  = ( c — rf  ) x + a -f-  bc , 

laquelle  devient  nulle  par  la  valeur  de  x donnée  par  la  for- 
mule (i). 

On  voit  que  l’espace  AR  déjà  parcouru  par  le  premier  cour- 
rier , lorsque  le  second  part , venant  à diminuer  , et  devenant  , 
par  exemple , AR',  si  le  point  de  rencontre  doit  toujours 
être  en  N , la  vitesse  c , qui  est  la  tangente  de  l’angle  NR'X'', 
doit  augmenter  ; pour  trouver  ce  qu’elle  doit  être , on  cher- 
chera l’équation  d’une  droite  assujétie  à passer  par  les  points 
R'  et  N>,  dont  les  coordonnées  sont  o , y pour  R',  x"  et  y" 
pour  N , en  observant  que  x",  y"  sont  les  valeurs  de  x et  y 
données  par  les  formules  (1)  et  (a),  et  y'  l’espace  parcouru 
par  le  premier  courrier  , lorsqu’on  compte  o temps  , lequel 
espace  est  donné  ; ensorte  qu’en  désignant  par  A la  tangente 
de  l’angle  NR'X",  on  aura  ( probl.  I ) 

v _ y— y"  _ y"— y _ d(a  + bc)  — y ( d — c ) 
A—x'—xu~  x"  ~ d—c 

\ 

Ainsi  les  trois  courriers  dont  les  marches  sont  représentées  par 
y — dx, 

y =±  ex  -j-  a -}-  bc , 
y = Ax  -f  /, 

se  rencontreraien%,au  bout  du  temps  représenté  par  la  for- 
mule (1),  et  après  avoir  parcouru  l’espace  représenté  par  la 
formule  (u). 

On  remarquera  que  si  dans  la  troisième  équation , on  fait 
varier  y , et  alors  Avariera,  on  aura  de  nouvelles  droites  qui 
passant  par  différens  points  de  l’axe  AY,  iront  se  couper  et 
couper  les  trois  premières  en  N , d’où  il  résulte  que  les  cour- 
riers dont  les  marches  sont  représentées  par  ces  droites , iront 
se  rencontrer. 


i 
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On  pourrait  encore  supposer  des  courriers  en  nombre  quel- 
conque qui  se  rencontreraient  deux  à deux  , trois  à trois , etc., 
et  alors  on  jurait  à chercher  les  coordonnées  d’intersections 
d'autant  de  droites  correspondantes  et  données. 

~~  Problème  XIV.  Un  point  M étant  donné  de  position  par  rap- 
port à un  angle  YAX  connu,  et  dans  un  même  plan  avec  lui  , 
trouver  sur  ce  plan  deux  autres  points  m et  m'  par  lesquels 
menant  dans  une  direction  arbitraire , deux  droites  parallèles 
nw,  m'n'  coupant  les  deux  côtés  de  l’angle  , le  point  donné  se 
trouve  constamment  sur  la  direction  de  F une  des  diagonales 
du  trapèze  intercepté  entre  les  parallèles  et  les  deux  côtés 
de  F angle  (fig.  43  )•  & 

Soit  pris  le  sommet  A de  l’angle  pour  l’origine  des  coordon- 
nées , son  côté  AX  pour  axe  des  abscisses , et  son  côté  AY 
pour  axe  des  y ; désignons  par  x'  et  y'  les  coordonnées  du 
point  M donné  ; par  a.  et  C , ci  et  S'  les  coordonnées  inconnues 
des  points  m et  m'  : il  s’agit  de  déterminer  les  points  m et 
m',  de  manière  que  , quelle  que  soit  d’ailleurs  la  direction 
commune  des  parallèles*  mn,  m'n,  le  point  M soit  toujours 
en  ligne  droite  avec  l’une  des  diagonales  De  ou  E d. 

Les  équations  des  deux  parallèles  arbitraires  mn , m'n  , 
seront  de  la  forme 

(i)...  jy-C  = N(a--rt)  , y-C'=  N(.r-«0. . .(s), 

où  N est  une  indéterminée.  Cherchons  les  coordonnées  des  ■ 
points  D et  e ; pour  avoir  celles  du  point  D , on  fera  dans 
(î),  y = o , d’où  résulteront 


N*  — C 


les  coordonnées  du  point  e seront  données  par  x=o  dans  (?.)  , 
et  on  aura  a 

i=o,  y = C'  — Ns'. 

L’équation  de  condition  pour  que  trois  points  x et  y , x'  et 


Digitized  by  Google 


5 4 DE  LA  LIGSE  DROITE 

y',  x " et  y"  soient  en  ligne  droite,  est  (probl.  I"), 

y — y — <*—*')..  • -(5)  ; 

d’où  l’on  tire  » 

x (/'—/) + (.y- y")  + a7"  (y— .y)  = °- 

Pour  appliquer  cette  équation  aux  points  M , e et  D , on 
remplacera  x et  y par  x'  et  y'  ; x'  et  y par  - — — — et  o ; 
x“  et  y"  par  o et  C — N a',  et  on  aura 

a'  (N*' — f'  ) + (G' — N*'— / ) = o , 

s ' 

qui  revient  à 

u’  (x'—  et)  N*  — [C'en7—  et)  + «/—  GaT]  N — G (G'—  f)  = o , 

équation  qui,  à raison  de  l'indétermination  de  N,  se  partage 
dans  les  trois  suivantes  , 

ei\.t — et)  = o , G'  (x' — a)  -f-  ety'  — Ga.'=  O , G (G — y 0 — 0 ■ 

Le  problème  est  donc  indéterminé,  puisqu’il  ne  fournit  que 
trois  équations  entre  les  quatre  coordonnées  a , G , et  et  £ 
des  deux  points  cherchés  m et  m. 

La  première  et  la  troisième  équation  ne  peuvent  être  satis- 
faites que  par  les  quatre  systèmes  de  valeurs 


O 

II 

O 

II 

A = x' 

/ 

X 

<r* 

II 

O 

V, 

II 

VjO 

C = o 

! 

y~ 

Le  premier  système  qui  exprime  que  le  point  m est  sur  l’axe 
des  x , et  le  point  m'  sur  l’axe  des  y , change  la  seconde 
équation  dans  celle-ci , 

C (if—  <*)  + */  = o,. 

qui  énonce  que  les  points  m ou  D , m'  ou  e sont  en  ligue 
droite  avec  M , ce  dont  on  peut  s’assurer  en  remplaçant  dans 
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(3)  y et  x par  x!  et  y',  x'  et  y'  par  et  et  o , x"  et  y " par 
o et  G'.  Ainsi  les  points  cherchés  seront  les  intersections  des 
deux  côtés  de  l’angle  avec  une  droite  menée  d’une  manière 
quelconque  par  le  point  donné. 

Quant  au  dernier  système  qui  exprime  que  les  points  cher 
chés  sont  sur  des  parallèles  menés  par  le  point  M aux  deux 
côtés  de  l’angle  , il  réduit  la  seconde  équation  à 

uy'  — Gx'  = o ou  aS  — Ga!  — o , 

à cause  de  y'  = G' , équation  qui  exprime  que  les  points 
cherchés  sont  en  ligne  droite  avec  l’origine  ; ensorte  que  , pour 
ce  second  cas , ces  points  seront  les  intersections  d’une  droite 
menée  d’une  manière  quelconque  par  le  sommet  de  l’angle 
donné , avec  des  parallèles  à ses  deux  côtés , menées  par  le 
point  donné.  ' 

Le  second  système  a!  = o , G'  = y'  change  la  seconde  équa- 
tion dans  celle-ci, 

x!  — a.  + a.  — O,  ou  x'  = a , 
et  le  troisième  système  * = x't  G = o la  réduit  à 
x'y'  = o , 

conclusions  qui  doivent  être  rejetées , puisque  le  point  x',  y' 
est  donné. 

2 4.  Enoncer  réquation  et  une  droite  au  moyen  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  l origine  sur  cette  droite  ( fig.  44)- 
Soient  RR'  la  droite , d la  perpendiculaire  AD , a l’angle 
de  AD  avec  l’axe  AX  des  abscisses  : si  l’on  considère  sur  la 
droite  un  point  *44.  dont  les  coordonnées  soient  AP  = x , 
PM  ~y , et  que  de  P on  mène  la  perpendiculaire  Pp  sur 
AD , et  de  M le  parallèle  Mm  à AD , on  aura 

d — AD  ~ Ap  -p  pD  : 
or, 

Ap  = x cos  u , pD  — mM  y $in  * , 
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d = x cos  «t  — sina  . . . .(1) 

est  l’éqnation  de  la  droite  RR'  fixée  de  position  par  celle  de 
la  perpendiculaire  et  par  la  longueur  de  cette  perpendiculaire. 

Si  la  droite  RR'  doit  passer  par  les  deux  points  x',  y'  ; x",  y“: 
on  aura  ' • 

d = x'  cos  et  -}-  y'  sin  et , . . . (3)  , 

d = x"  cos  a.  -f-  sin  et.  ...  (5)  ; 

donc 

( x"  — x')  cos  et  + ( y " — y'  ) sin  et  — o , 
et  conséquemment 

^11 

tang  et  = — 


y y 

mais  d’après  ces  formules  démontrées  ( Trig.  ) , savoir  , 
tang  et  1 


1 + taug*  «t 


COS  fit  : 


V/  1 + tanga  a. 


ou 


COS  CL  = 


V Y — y 4-  0’"—  y'Y 
y 


et,  d’après  l’une  ou  l’autre  des  formules  (2)  et  (3),  on  trouve 


d — 


xY—x"ÿ 


V x--x'y +(/-/)“ 

distance  de  l’origine  à une  droite  passant  par  deux  points  x' 
et  y',  x"  et  y . Reportant  ces  valeurs  de  d , sin  a et  cos  a,  dans 
l’équation  (1),  on  obtient  celle-ci 

(y"  — y ) x — (x"—  x)  y — x'y"  — x* y' .... (4)  , 

; 

forme  à laquelle  se  réduit,  en  effet , l’équation  d’une  droite  pas- 
sant par  les  points  x',  y ; x",  y"  (probl.  I). 

a5.  De  l’équation  polaire  de  la  ligne  droite  ( fig.  45). 
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F étant  un  point  donné  de  position  et  qu’on  nomme  pôle , 
tout  point  M d’une  droite  II  connue  de  position , est  donné  par 
FM  = z , qu’on  nomme  rayon  vecteur , et  par  l’angle  <p  entre 
ce  rayon  et  une  parallèle  FX  menée  par  F à l’axe  des  abscisses. 
Or  ’ 

y = PM  = P/  + /M, 
x = AP  = A p -j-  pP. 

Si  l’on  désigne  par  p et  q les  coordonnées  connues  du  pôle  F , 
rapportées  à l’origine  A , on  aura  donc 

(1). . . .y  = q -(-z  sin  <p  , x = p + z cos  <p  . .(2} 

par  ces  valeurs  de  x et  y , l’équation  de  la  droite , qui  est 
y — ax  + b , 

devient 

z ( sin  ç — a cos  ç ) -f-  q — ap  — b z=  o , 

d’où  l’on  tire  • 

2 __  _ q — ap—b 
sin  tp  — a cos  tp' 

Pour  e ==  - , on  a 
T 2 


sin  p — 1 , cos  p = o et  zt= — (q  — ap — b). 

Si  l’on  désigne  cette  valeur  FM'  des  par  R,  on  obtiendra  cette 
équation  polaire  de  la  droite 

R 

z = — : 

sin  p — • a cos  p 

on  déduit  encore  des  équations  (1)  et  (2) 


tang  p = 3- — 2. 

x — p 


Digitized  by  Google 


58 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES 


CHAPITRE  III. 


De  la  transformation  des  coordonnées  dans  lin  plan. 


36.  Il  serait  difficile  de  faire  pressentir  ici  l’utilité  des  for- 
mules que  nous  allons  démontrer  : nous  nous  bornerons  donc 
à observer  qu’ayant  une  suite  de  points  rapportés  à un  système 
d’axes  soit  rectangulaires , soit  obliques  et  à une  certaine  ori- 
gine , elles  servent  à rapporter  ces  points  à un  autre  système 
d'axes  rectangulaires  ou  obliques  et  à une  autre  origine;  et  comme 
l’expression  des  anciennes  coordonnées  en  nouvelles , renferme 
des  quantités  relatives  à la  position  de  la  nouvelle  origine , par 
rapport  à l’ancienne , et  à l’inclinaison  de  chacun  des  nouveaux 
axesfBur  les  axes  primitifs , il  s’ensuit  que  si  la  nouvelle  ori- 
gine et  les  nouveaux  axes  ne  .sont  pas  donnés  de  position , on 
pourra  disposer  des  quantités  qui  les  fixent , de  manière  à sim- 
plifier la  relation  donnée , sans  cependant  lui  faire  perdre  de 
sa  généralité  : par  là , la  description  de  la  ligne  et  la  recherche 
de  ses  propriétés  deviennent  plus  faciles,  comme  on  le  verra 
dans  les  deux  chapitres  suivans. 

Problème  I.  Passer  d’un  système  <ï axes  à un  autre  système 
d'axes  respectivement  parallèles  au  premier  (fig.  4^)- 

Supposons  qu’un  point  M soit  rapporté  par  ses  coordonnées 
AP  = x , PM  = y aux  axes  rectangulaires  AX , AY,  et  à 
l’origine  A,  et  qu’on  veuille  le  rapporter  à une  origine  A' 
donnée  de  position  par  rapport  à A , et  à des  axes  A'X',  A'Y' 
parallèles  aux  premiers  : on  connaît  donc  les  coordonnées 
AB  = a,  BA '=xb  de  la  nouvelle  origine  A'  rapportée  à l’ori- 
gine primitive  A : si  l’on  désigne  par  x',  y'  les  coordon- 
nées A'P',  P'M  du  point  M par  rapport  aux  axes  variés , on 
aura  entre  x,  y , x',  y',  ces  relations 

x=za-^x',  y = b + /....(O» 


Digitized  by  Google 


DANS  UN  PLAN. 


qui  ont  encore  lieu  dans  le  cas  où  les  axes  AX,  ÀY  sont 
obliques  , pourvu  que  les  axes  variés  A'X',  A'Y'  leur  soient 
parallèles. 

Problème  II.  Passer  d'un  système  de  coordonnées  obliques 
à un  autre  système  de  coordonnées  obliques , en  conservant 
r origine  ( fig.  47). 

» AX , AY  sont  les  axes  primitifs  auxquels  est  rapporté  le  point 
M par  1 es  coordonnées  AP=x,  PM'-y  ; AX',  AY'  sont  les  axes 
variés  par  rapport  auxquels  les  coordonnées  du  point  M sont 
AP  = x',  P'M  = y'  ; l’angle  entre  les  axes  primitifs  est 
YAX  = C,  et  les  axes  variés  AX',  AY'  font  avec  AX  des  angles 
X'AX  = a , Y'AX  ==  a'.  On  a 

x = A p -f-  pP  — Ap  -)-  P 'p', 
y = Mp'  + p'P  = Mp'  + p ’pi 


Ap  ~ 


sin  (£— «)  , 


i-  x\  py  = 


sin  (£—*')  . 


-,  , SIU  m.  . Sin  a , 

Mp' -y,  p'p==  x'. 

«in  u •*  * un  u 


Ainsi  on  a$ 

x'sin(f — a)  -f- y'  sin  (£ — a') 

sin  C 

x'  sin  a -f-  y'  sin  a! 


Pour  déplacer  l’origine , il  faut,  d’après  les  équations  (1)  , 
ajouter  a au  second  membre  de  la  première  de  ces  formules , 
et  b au  second  membre  de  la  seconde , et  par  là  , ces  for- 
mules deviennent 


x __  a 1 x'  sin  (g— a)  -h  y'  sin  (C — , 
sin  £ f 

, . x'  sin  a + v'  sin  a'  ( 

,y=M 
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Problème  III.  Passerj  dun  système  daxes  rectangulaires 
à un  système  daxes  obliques  (Gg.  47  )■ 

Lorsque  les  axes  primitifs  AX , AY  deviennent  rectangu- 
laires , l’angle  Centre  ces  aates  est  = 100",  »inC  = t , et  les 
formules  (3)  deviennent 

ar=a-|-:r'cosa-f-j''cosa',  y = 6 l'sin  a -j-  y 'sin  a' . . . (4). 

Problème  IV.  Passer  d’un  système  daxes  rectangulaires 
à un  autre  système  d’axes  aussi  rectangulaires. 

On  a donc  a! — as—  ioo°,  et  conséquemment 

sin  cl  r=  cos  et , cos  cl'  = — sin  a , , 


et  les  formules  (4)  deviennent 


$=a- f-o/  cos  a. — y'  sin  a,  y=b- f-x'sin  a-f-y'cosa. . .(5). 

Problème  V.  Enfin,  passer  dun  système  daxes  obliques 
à un  système  daxes  rectangulaires  ( Gg.  4&)- 

On  peut  au  moyen  des  formules  (4),  évaluer  x' , y'  qui  sont 
les  coordonnées  obliques  , au  moyen  de  x et  y qui  sont  les 
coordonnées  rectangulaires  ; ou  bien  on  résout  la  question  di- 
rectement, comme  on  va  le  voir.  Soient  AP/=  x',  P'M  — y'  les 
coordonnées  obliques  du  point  M ; AP=x,  PM— y^Aes  coordon- 
nées rectangulaires  de  ce  point,  et  désignons  par  as',  aies  angles 
des  axes  AY',  AX'  avec  AX.  On  a 


y — MP'  î cos  cl  ::  Mp  : sin  ( a' — a)  , 

_ sin  et 

Mp  = MP  — Pp  = y — x 


donc 


co  s a 


, y cos  a — x sin  cl 

J sin  (a'  — a) 


En  second  lieu , 


*'  = AP'  ; sin  a'  ;; 
A//  = AP  — p'P  = 


A p : sin  (a' — a ) , 


x y 1 


sin  a 
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Ù 


sin  ( a!  — a.  ) 

I ' ' 

Ainsi  en  changeant  en  même  temps  d’origine , on  a ces  formules 


x sm  a — y cos  a 
sin  ( a — a ) 
y cos  a — x sin  a 


.(G). 


J sin  ( <*'  — a ) 

27.  Nous  écrirons  les  formules  (3),  (4)  , (5)  et  (G)  en  fai- 
sant entrer  sous  les  signes  sin  et  cos  , les  axes  primitifs  et 
variés  entre  lesquels  on  prend  les  angles  (20)  ; ainsi  on  aura  pour 
le  passage  d’un  système  de  coordonnées  obliques  x , y à un 
autre  système  de  coordonnées  obliques  x',  ÿ (probl.  Il), 

x — a 4-  JsînCy’ sin(.y>  v) 

sin  (y- , x)  ' 

j 1 g sin  (x,  .r')4-/sin(.r,y)  _ 

y "r  (y,  *) 

pour  le  passage  d’un  système  d’axes  rectangulaires  x , y à un 
système  d’axes  obliques  x',  y'  (probl.  III), 

x = a + x'  cos  ( x , x'  ) -f-  y'  cos  ( x , y'  ) , 

_y  — b -f-  x'  sin  ( x , x'  ) -}-  y sin  (x  , y'  ) ; 

pour  le  passage  d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un  système 
d’axes  rectangulaires  (probl.  IV), 

x = a -f-  x'  cos  (x,  x')  — y'  sin  (x , x')  , 

y = b -f-  x'  sin  (x , x')---f-  y1  cos  (x,  x')  ; 

enGn , pour  le  passage  d’un  système  d’axes  obliques  à un  système 
d’axes  rectangulaires  (probl.  V) , / 

, x sin  (/,  x)  — y cos  (/,  x) 

“ ^ «n  (/.x')  ’ ’ 

, , , y cos  (x',  x ) — xsin  (x',  x) 

y sin  {y',  x') 

28.  Nous  donnerons  plus  loin  , lorsqu'il  s’agira  de  l’espace  , la 
transformation  des  coordonnées  en  trois  dimensions. 
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CHAPITRE  IV. 

Construction  et  discussion  de  l’équation  générale  du 
second  degré  entre  deux  variables. 

2 9 ■ IN" OUS  avons  reconnu  (chap.  Il)  que  toute  ligne  droite  était 
représentée  par  l’équation jr=ax-f-b  : réciproquement  une  équa- 
tion du  premier  degré  à deux  variables  ne  peut  convenir  qu’à  une 
série  de  points  en  ligne  droite  ; car  on  en  tire 


or  y — b est  l’ordonnée  rapportée  à un  axe  des  abscisses , paral- 
lèle à l’axe  primitif  et  à une  distance  b de  celui-ci , et  comme  le 
rapport  de  cette  ordonnée  à son  abscisse  x est  une  constante  a , il 
s’ensuit  que  le  lieu  des  extrémités  des  ordonnées , est  une  ligne 
droite. 

3o.  Nous  allons  maintenant  considérer  l’équation  la  plus  gé- 
nérale du  second  degré  entre  deux  variables , qui  est  la  suivante , 

A y*  -+-  Bxy  + Cx1  + Dy  -4-  Ex  + F = o . . . (î)  , 

A,  B,  C,  D,E,  F étant  des  coefliciens  donnés,  et  nous 
chercherons  à construire  et  à énumérer  les  lignes  qu’elle  repré- 
sente, et  que  nous  nommerons  lignes  du  second  degre,  ou  courbes 
du  premier  ordre , puisqu’elles  ne  peuvent  être  des  droites, 
ainsi  que  nous  le  reconnaîtrons  bientôt.  La  lettre  x représentera 
toujours  l’abscisse  qu’on  se  donne,  et  de  laquelle  on  conclut, 
d’après  l’équation,  l'ordonnée correspondante.  Ainsi  en  con- 
sidérant l’abscisse  x comme  connue , nous  résoudrons , une 
fois  pour  toutes  , l’équation  par  rapport  à y : à cet  effet , nous 
l’ordonnerons  suivant  y de  cette  manière , 

Ay*  + (Bx  + D)  jr  + (Cxa  + Ex+F)  = o: 

/ 

I 
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en  divisant  par  A et  résolvant  , on  obtient 


y — — ■ 


Bx-fD  , i 


2A 


' qA 


I/C(BÎ  — 4 AC)  xa+  a (BD  — 2AE)  X 

+d*-4AF]....(2). 


Cette  formule  des  valeurs  de  y est  composée  de  deux  parties 

...  _ . ...  „ Bx-J-D 

qu  il  faut  soigneusement  distinguer  : l une ^ — est 

rationnelle;  l’autre  est  -f-  et  — \/\_  ].  Occupons-nous 

d’abord  de  la  première,  et  représentons  par  Y la  portion  cor- 
respondante de  l’ordonnée  y : on  aura  donc  à construire  la 
droite 

Bx-fD 


Y = — 


2 A 


en  supposant  que  les  points  de  la  ligne  représentée  par  ( î ) 
soient  rapportés  à des  axes  rectangulaires  AX , AY , pre- 
nons (fig.  4s) 

AF  = -^’ 

valeur  de  Y pour  x = o , et  menons  FG  parallèle  à AX  et 

fi 

FH  faisant  avec  FG  un  angle  dont  la  tangente  soit — — ; 


nous  aurons  pour  AP  = x , 
PP'  = Y = - 


Bx-fD 
2 A 


....(3); 


V 


pour  la  même  abscisse  AP  , le  radical  , multiplié  par 

sera  une  longueur  à porter  de  P'  en  M'  pour  le  signe  — , 
c’est-à-dire,  dans  le  prolongement  de  l’ordonnée  PP'  supposée 
négative , et  de  P'  en  M pour  le  signe  -j-  ; ensorte  que  M . 
et  M'  seront  deux  points  de  la  ligne  de  l’équation  (î) , cor- 
respondans  à l’abscisse  AP.  En  effet , en  désignant  par  y , y " 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  y , données  par  (2)  , on  a 

y' =— PM=— PP'  -f-  P'M , — PM'  = — PP'— P'M'. 

On  répétera  la  même  construction  pour  toute  abscisse  x , 
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avant  soin , dans  les  cas  particuliers , de  tehir  compte , dans  ' 
la  construction , des  signes  des  coefltciens  A , B ...  F. 

3i.  La  droite  FH  de  l’équation  (3)  jouit  donc  de  la  propriété 
de  diviser  en  deux  parties  égales  toutes  les  transversales  ou 
cordes  MAI'  de  la  courbe  , parallèle  à AY , propriété  qui  l’a  fait 
nommer  diamètre  de  la  courbe. 


La  première  recherche  à faire  est  celle  des  points  dans 
lesquels  la  courbe  peut  couper  ce  diamètre  : or  ce  qui  carac- 
térise ces  points  , et  ce  qui  ne  caractérise  qu’eux , c’est  que 
pour  ces  intersections  , l’ordonnée  de  la  courbe  ne  diffère  pas 
de  celle  du  diamètre  : donc  les  abscisses  de  ces  points  seront 
données  par  l’égalité  à zéro  du  radical  : ainsi  on  doit  poser 


V/[(Ba  — 4AC)  a:1  + 2 ( BD  — 2 AE)  x 4 D1 — 4AF  ] = o , 
ou 


/./"T  ..  , s (BD — 2AE)  _ , D*-4AF-|_ 

'(B  4AC  )[_  + Ba — 4AC  + B3  — 4AC  J 


résolvant  cette  équation , c’est-à-dire  , le  facteur  entre  les  pa- 
renthèses , parce  qu’on  n’a  pas  généralement  B4  — = o , 

on  trouve  ces  deux  valeurs  de  x , 


— (bd— 2AE)±v/C(BD— 3AE)  — (B“— 4AQ(D  — 4AF)3 

B--4AC • • • (4)  : 

la  condition  de  réalité  de  ces  deux  racines  que  nous  désignerons 
par  x , x",  est  donc 

(BD — 2AE)3 — (B3  — 4AC)(D4—  4AF)>o, 
ou  bien  , eh  effectuant  les  opérations  , 

4A  (AEa4  CD34  FBa — BDE — 4ACF)  > o. . . .(5). 


Pour  construire  ces  abscisses  x',  x",  on  portera,  a l’imitation 
de  ce  qu’on  a fait  plus  haut  pour  construire  l’ordonnée  y , 


une  longueur  — 


BD  — 2AE 


, de  A en  C,  si  elle  est  positive  , 


B“  — 4AC 

et  à gauche  de  A , si  elle  est  négative  •,  puis , à partir  de  C , 


on  prendra  CB 


] 


B3— 4 AC 


- , et  CB  => 


VL 3. 

B“ — 4 AC  ’ 


par 


\ 
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ces  points  B,  B'  on  mènera  les  ordonnées  Ba,  BV,  et  les 
points  a , a qui  sont  en  même  temps  sur  la  courbe  et  sur 
le  diamètre  FH , ont  pour  ordonnées 


B j + D 

aA 


y—  — 


Bx"  + D 
aA  * 


On  observera  qu’à  cause  de  CB'  — CB  , on  a C'a'—  C'a,  ce 
qui  fait  donner  à ce  point  C'  la  dénomination  de  centre  de  la 
courbe  : nous  verrons  plus  loin  que  toute  droite  menée  par  ce 
pbint  et  terminée  à la  courbe , est  divisée  au  centre  égale- 
ment. Si  l’on  désigne  par  X et  Y les  coordonnées  de  C',  qu’on 
sait  être 


‘ (6) .....  X = — 
on  trouve 


Y = 


BD— aAE 
>— 4AC  ’ 

aCD — BE 


BX-f-D 
aA  1 


B‘  — 4AC 


(7)- 


Sons  la  relation 

4A  (AE‘4-  CD1  + FB1  — BDE  — 4ACF)  < o. . ..(8), 


les  racines  x',  x”  sont  imaginaires , ensorte  que  la  courbe  ne 
coupe  plus  le  diamètre  FH  ; d’où  il  ne  faut  cependant  pas 
conclure  que  la  courbe  soit  imaginaire  , parce  qu’elle  pour- 
rait être  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  ce  diamètre.  Enfin 
sous  la  relation 

4A  ( ÀE* -f-  CD*  + FBa  — BDE  — 4ACF)  = o. . . .(9)  : 

les  intersections  a et  a'  se  réunissent  au  centre  G',  puisque  les 
abscisses  AB  = x’}  AB'  = x“  deviennent  AC.  _ ...  • 

?□.  Mais  on  peut  aussi  se  donner  y et  conclure  x ; alors  les, 
y sont  les  abscisses  , et  les  x deviennent  ordonnées  , et  on  dit 
que  la  courbe  est  construite  sur  l’axe  des  y.  Dans  ce  cas,  oh 
écrit  l’équation  (1)  sous  la  forme 

Cx*  + (BJ,  -f-  E)  x + ( Ay*  + D^-f-F)  = o , 
et  la  résolution  donne 

• 5 


1 

I 

l 

! 
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±.  — \/  [(B*—  4AC)j*-f-  a(BE— aCD)^4-E*— 4CF] ( i o). 

sC 

Avant  de  construire , il  sera  bon  d’observer  que  pour  passer 
de  la  formule  des  racines  y à celle  des  racines  x , il  suffit  de 
changer  dans  la  première  yem,  et  conséquemment  x en  y , 
puis  A en  C , D en  E , et  réciproquement , c'est-à-dire , en 
conservant  B et  F , de  changer  dans  la  formule  (2)  les  coeffi- 
ciens  de  y en  ceux  de  x , et  réciproquement. 

’ On  construira  d’abord  la  partie  rationnelle  de  la  valeur  de 

x , représentée  par  — . laquelle  donnera  la  ligne 

droite  F'H',  et  pour  une  abscisse  y—  AQ,  il  faudra  alonger , 


l’ordonnée  correspondante  x . — QQ  de  Q N — ^ \/C  1 » 

et  la  diminuer  de  Q'N'  ]’>  d’nù  'û  résulte 

que  les  transversales  ou  cordes  de  la  courbe  , parallèles  à l’axe 
AX , sont  divisées  également  par  cette  droite  F'H"  qu’on  nomme 
encore  diamètre.  Les  abscisses  Ab , Ab'  des  intersections  a,  <t  de 
la  courbe  avec  ce  diamètre , sont  aussi  données  par  l’égalité  à 
ïéso  du  polynôme  sous  le  radical  dans  (10) , c’est-à-dire , par 


(BE  — 2CD)  , E3— 4CF 

+ 3 "BT=4ÂT  y + bwTc  - °- • -(n)* 


or  ces  racines  sont  réelles , si 

4C  ( AE3+  CD*+  FB‘  — BDE  — 4ACF)  > o. . .(12)  , 
imaginaires  , si 

4C  ( AE1-!-  CD*  -f  FB1  — BDE  — 4ACF)  < o. . .(i3) , 


égales,  si  , ’ 

4C  (AE3  + CD"  + FB“  — BDE  — 4ACF)  ==  °*  ' *04)- 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  deux  diamètres  EH.* 
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F'H'  8e  coupent  au  centre  C'  de  la  courbe  j car  si , pour 
trouver  leur  intersection , on  suppose  mêmes  coordonnées 
dans  leurs  équations  qui  sont  les  parties  rationnelles  des  for- 
mules (a)  et  (10)  , savoir  : 

BX  + D v BY-+-E 
Y = 

on  trouve 

- v BD— sAE 

A “ B“  — 4AG  ’ 
qui  est  l'abscisse  déjà  trouvée  du  centre. 

Lorsque  la  courbe  rencontre  ces  deux  diamètres , ce  qui  a 
lieu  sous  les  conditions  (5)  et  (12),  on  sait  trouver  quatre  de 
ses  points  ; on  peut , dans  plusieurs  cas , en  obtenir  qnatiq^ 
autres.  Si,  par  exemple,  on  veut  trouver  les  points  dans  les- 
quels la  courbe  peut  couper  l’axe  des  abscisses , il  faut  faire 
_y  = o dans  l’équation  (1),  hypothèse  qui  la  réduit  à 

Cx*  -f-  Ex  -j-  F = o. . . . (i5) ; 
d'où  résultent  ces  deux  abscisses , 

E=fc  i/E“—  4CF 

— J 

elles  seront  réelles  , égales  ou  imaginaires , suivant  qu’on  aura 
E*  — 4CF  > o , =0,  <0: 

dans  le  second  cas , les  deux  intersections  se  réduiront  à Une 
seule,  ensorte  que  l’axe  des  x n’aura  qu’un  point  commua 
avec  la  courbe  à laquelle  il  sera  tangent , comme  on  le  verra 
mieux  dans  le  chapitre  des  tangentes. 

En  faisant  x = o dans  (1) , cette  équation  se  réduit  à 

Ay*  -f-  Dy  -j-  F = o , 

«t  les  ordonnées  des  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe 
des  y,  sont 

D±  t/D"  — 4XF 
y= ^ — — '--(tG); 

5.. 
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ces  ordonnées  sont  réelles  , égales  ou  imaginaires  , suivant 
l’une  ou  l’autre  de  ces  relations 

D1  — 4AF  > o , s=o,  < o ; 

sous  la  relation  intermédiaire  , l’axe  des  y sera  tangent  à la 
courbe. 

33.  Nous  reprendrons  ce  qui  précède,  sous  un  point  de 
vue  différent.  ' , 

Si  dans  la  formule  (a)  des  racines  y , on  fait  passer  la 
partie  rationnelle  dans  le  premier  membre , si  l’on  multiplie 
de  part  et  d’autre  par  aA,  et  qu’on  élève  au  carré , on  trouvera 

^Ay-f-Bx-f  D)4=  (B4— 4AC)  x4-f-a  (BD— aAE)  x+D"— 4AF , 

' • ' ■* 

c’est-à-dire , 

( a Ay  + Bx  -f- D )* 

_[(Ba— 4AC)  x“-f-a  (BD  — 2AE)x+  D4  — 4AF  J = o ; 
or 

(B*  — 4AC)x*  + a (BD—  aAE)  x 

==  C( ^ + BD - aAE3a 

(BD— aAE)4 
B4— 4AC~  * 

donc  l’équation  précédente  revient  à 

(B4-  4AC)  (aAy  + Bx  + D)4—  [(B4-  4 AC)  x -f  BD  - aAE]4 
4.  [(BD  — aAE)4—  (D4—  4AF)  (B4— 4AC)]  = o : 

comme  la  quantité  entre  crochets , n est  autre  chose  que 
4A  ( AE4+  CD4 -f  FB4—  BDE— 4ACF ) , 

si  l’on  désigne  par  M le  facteur  de  4A  1 on  obtient  enfin  cette 
transformée  de  l’équation  générale 

/B4 — 4 AC)  (aAy  + Bx+  D)4-  [(B4-4AQx  + BD-  aAE]4 

-f--4AM  = o....(i7). 
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En  partant  de  la  formule  ( 10  ) , on  serait  conduit  à cette 
transformée 

(B*— 4AC)  (aCx+By-f-E)* — [(B’— 4 AC)y+(BE— aCD)]2 
-f-  4CM  - o. . . .(18). 

Du  rapprochement  de  ces  deux  transformées,  on  conclut- 
que  si  les  coefficieus  A et  C sont  de  même  signe , et , dans 
cè  cas , on  peut  toujours  les  ramener  à avoir  le  signe  plus  , 
la  possibilité  ou  l’impossibilité  de  la  proposée,  ne  dépendra 
plus  que  des  signes  des  quantités  Ba — 4AC  et  M.  En  effet  , 
Ba — 4 AC  et  M étant  négatifs  , chacun  des  premiers  membres 
(17)  et  (18),  qui  devient  la  somme  de  trois  termes  de  même 
signe , ne  peut  être  nul , ensorte  qu’alors  la  proposée  ne 
représente  rien  , conclusion  encore  vraie  pour  M = o : mais 
lorsque  M est  positif.  B1  — 4AC  étant  toujours  négatif , 
les  premiers  membres  (17)  et  (18)  étant  composés  de  termes 
affectés  de  diiférens  signes , peuvent  remplir  la  condition 
de  l’égalité  à zéro  , et  la  proposée  peut  être  satisfaite  par  des 
coordonnées  réelles.  La  quantité  Ba  — 4AC  étant  positive , cè 
qui  arrive  nécessairement  lorsque-  les  coefliciens  A et  C 
ont  des  signes  contraires,  les  égalités  (17)  et  (18)  sont  tou- 
jours possibles  sous  les  Aux  signes  de  M,  et  lors  même  que 
M = o.  Il  resterait  à supposer  B“  — 4AC  = 6 avec  M <f-6, 
= 0,  ]>o-,  mais  ces  cas  qui  ne  laissent  plus  de  difficultés, 
seront  examinés  dans  les  numéros  suivans. 

’ ■ • . ' . 11e  . : - _ 

34-  Nous  passerons  à l’énumération  des  courbes  représen- 
tées par  l’équation  générale  (1).  Les  racines  y données  par 
la  formule  générale 

Bjt  -J-  D 

-y  - ~ t 

— i V'K  — 4AC ) xH-  2 ( BD  — aAE)  x + D1—  4AFj , 

seront  réelles  pour  les  valeurs  de  x qui  rendront  positif  le- 
trinôme  sous  le  radical  , et  elles  seront  imaginaires  pour  les 
abscisses,  x qui  rendront  ce  trinôme  négatif  “ or  on  a vu 
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(Alg. , I'*  sect.  , chap.  XXVIII)  qu’on  pouvait  toujours  assi- 
gner pour  x une  valeur  telle  que  le  signe  de  ce  trinôme , ne 
dépendît  plus  que  de  celui  du  ternie  de  plus  haute  puissance 
de  x , ou  seulement  du  signe  de  son  coefficient  Ba — /[AC  , 
quand  le  plus  haut  exposant  de  x est  pair  comme  ici  ; et  on 
a démontré  de  plus  que  le  signe  de  ce  trinôme  ne  changeait 
plu»  pour  des  valeurs  de  x,  indéfiniment  plus  grandes.  Ainsi 
les  racines  y finiront  toujours  par  devenir  réelles  ou  imagi- 
naires , suivant  que  le  coefficient  BJ — 4XC  sera  > 0 ou 
< o ; et  s’il  est  nul , la  réalité  ou  l'imaginante  de  ces  racines  y, 
dépendra  du  signe  de  BD  — aAE.  Nous  aurons  donc  à consi- 
dérer les  trois  relations 

B“  — 4AC  < o , =0,  >0. 


Courbes  caractérisées  par  B*  — - 4AC  < o. 


35.  La  formule  générale  des  racines  y peut  être  énoncée 
de  cette  manière  : 


y~— 


Bx+D  _i_ 
aA  aA 


t/[(B>-4AC)  (x-xO  (x — **)].••(' 9) , 

♦ 


en  observant  qu’on  a dénoté  par  x',  x"  les  abscisses  des 
intersections  dp  la  courbe  avec  le  diamètre  FH , données  par 
la  formule  (4),  lesquelles  peuvent  être  réelles  inégales,  réelles 
égales , ou  imaginaires  , circonstances  annoncées  par  les  rela- 
tions (5)  , (9)  et  (8). 

Supposons  d’abord  les  racines  x',  x'  réelles  inégales  : lors- 
que la  valeur  attribuée  à x,  sera  > x7  = AB  et  <x"= AB' 
(fig.  5o),  les  facteurs  x — x',  x — x*  prenant  des  signes  contraires, 
leur  produit  sera  négatif  , et  conséquemment  la  quantité 
sous  le  radical , sera  positive , et  la  double  valeur  de  y sera 
réelle. 

Pour  i3i  = AB  et  x— x*=  AB' , le  radical  s’éva- 
nouira , et  les  ordonnées  correspondantes  seront  celles  des 
intersections  a et  a'  de  la  courbe  avec  le  diamètre  FH. 
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, Pour  x ]> x",  et,  à plus  forte  raison,  > x?,  le  radical  et 
les  valeurs  de  y deviennent  imaginaires  : il  en  est  de  même 
pour  x < x',  et  conséquemment  ■<  x". 

La  courbe  est  donc  tout  entière  comprise  entre  deux  limites 
Ba , B'a'  parallèles  à l’axe  des  y , limites  dont  on  peut  tou- 
jours assigner  la  position. 

„■  Passons  au  cas  des  racines  réelles  et  égales  : la  formule 
générale  (19)  devient  alors 


Bx±D 

J r.  A ' 


2 A 


■ 4 AC. . . (ao)  ; 


pour  x > ou  <[  x',  les  deux  racines  y sont  imaginaires  ; 
pour  x-=zx’,  elles  se  réduisent  à une  seule  qui  est 

Bx'-f-D 

y 2A  ' 


ordonnée  du  centre  C',  puisque  x'  est  l’abscisse  de  ce  point. 

Que  les  deux  racines  x',  x"  soient  imaginaires  : le  trinôme 
facteur  de  B“  — 4AC  sous  le  radical 


'y/[V-4AC)  (xH 


2 (BD — 2AE) 

B* — 4AC  — x “t 


D“— 4AF\-| 
B'J — 4AC/ J ’ 


ne  pouvant  changer  de  signe , quelque  valeur  qu’on  donne  à 
x (Alg. , lre  sect. , chap.  XXVIII),  doit  conserver  le  signe  de 
x%  et  conséquemment  le  produit  sous  le  radical , conservera 
le  signe  de  BJ  — 4^C  ; donc  les  valeurs  de  y seront  indéfi- 
niment imaginaires  ; ensorte  que  la  courbe  n’aura  pas  d’inter- 
sections avec  la  diamètre  FH.  , 

Si  l’on  observe  que  le  caractère  B1 — 4^-C  <(  û suppose 
esseutiellement  que  les  coefficiens  A et  C aient  le  même  signe, 
on  déduira  du  rapprochement  des  conditions  (5)  et  (12),.  (8) 
et  (i3),  (9)  et  (14),  dans  lesquelles  les  facteurs  entre  parenthèses 
sont  identiquement  les  mêmes , que  les  racines  y'  et  y"  sont 
réelles,  inégales,  imaginaires,  réelles  et  égales  en  même  temps 
que  les  racines  x',  x"  : ainsi,  dans  le  premier  cas,  la  courbe  aura 
deux  autres  limites  bu,  V té  parallèles  à l’axe  des  x (fig.  5o)  ; dans 
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Je  second , elle  n’aura  pas  d’intersections  avec  le  diamètreF'H', 
et  à toutes  les  valeurs  de  l’abscisse  y , correspondront  de» 
ordonnées  x imaginaires  : dans  le  troisième , la  courbe  n’aura 
qu’un  seul  point  qui  sera  le  centre  C'.  11  résulte  encore  de 
ce  qui  précède,  que , sous  le  caractère  B3 — 4^  <C  o , la  courbe 
ne  peut  exister  sans  couper  ses  deux  diamètres  FII , F'H',  et 
que  si  elle  n’a  pas  d’intersections  avec  l’un  de  ces  diamètres , 
elle  n’en  aura  pas  avec  l’autre , et  qu’elle  n’existera  pas. 

Cette  courbe  fermée  et  rentrante  sur  elle-même  , se  nomme 
ellipse. 

11  résulte  encore  du  caractère  de  l’ellipse  B1 — £,KQ.  <(  o , 
qu’on  peut  avoir  B = o , pourvu  que  les  coefïiciens  A et  C aient 
le  même  signe  : dans  ce  c^s  , les  diamètres  FH  , F'H'  deviennent 
parallèles  aux  axes  AX , AY  -,  si  de  plus  A = C , l’équation 
générale  divisée  par  A,  devient 

, , , . D F,  , F 

+Â->'  + ÂX+Â  = 0’ 


qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 


(,+£)+(*+ fj=! 


E \a Da-j-E’ — 4AF 


4A* 


...(ai). 


Comme  les  coordonnées  du  centre  (6)  et  (7)  deviennent  alors 

v Y — — 

A aï*  aA* 

...  6*?*'**  * , . 

si  Ion  transporte  1 origine  au  centre,  en  laissant  les  axes  va- 
riés parallèles  aux  axes  primitifs,  ce  qui  exige  l’emploi  de 
ces  formules  ( chap.  III , probl.  I) 

x = a + x' , y = b -f-  y, 
d’où  l’on  déduit 


x 


E 

aA  * 


D 


y=y-u> 

on  trouvera , par  ces  substitutions  dans  (ai) , la  transformée 

y»  -f  = R*,  , > 


•* 
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; D2-4-E’ — /AF 

ou  Ra  = — A • 


'■  c est  l’équation  d’un  cercle  dont  le 

centre  est  l’origine  des  coordonnées. 

Il  est  facile  de  prouver  que,  dans  l’ellipse,  les  diamètres 
FH  et  F'H'  ne  peuvent  être  à angles  droits  , qu’autant  que 
B est  nul  ; car  autrement , les  équations  de  ces  diamètres 
étant 

BD  aC  E 

y=~ikx~ix>  y=-Tx- 


B 


et  la  condition  de  perpendicularité  (chap.  II , prob.  IV) , de- 
venant 

aBC  , 

3ab+,=°> 


d’où  A = — C ; 


le  caractère  B1 — 4AC  o n’aurait  plus  lieu. 

Les  dégénérations  de  l’ellipse  sont  donc  le  point , la  courbe 
imaginaire , et  le  cercle  qui  offrent  ces  deux  circonstances. 

Exemple.  Proposons-nous  de  discuter  et  de  construire  quel- 
ques points  de  la  courbe  représentée  par  l’équation 

(x  — Jr)‘-t'3(ï+^)*=o: 
cette  équation  revient  à 

» ' j 

y + xy  4-  x*  = ^ , 
dont  la  résolution  donne 

l/  — 3.ra  -f-  a ' 

y-—  - 


X 

a 


Comme  le  coefficient  de  x2,  sous  le  radical,  est  négatif,  il 
arrivera  que  pour  des  valeurs  de  x,  tant  positives  que  né- 
gatives et  telles  qu’on  ait  3xa)>  a,  les  coordonnées  y seront 
imaginaires  , tandis  qu’elles  seront  réelles  pour  les  abscisses  x 
qui  rendront  5x2  <[  a : la  courbe  sera  donc  du  genre  de  l’ellipse  : 
elle  ne  pourra  être  un  cercle,  puisque  l’équation  renferme  le 
terme  du  rectangle.  Le  diamètre  FH  (fig.  5i  ) est  donné  par 
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il  passe  donc  par  l’origine , et  on  en  trouve  un  second  point 
en  prenant  une  abscisse  x = 1 , et  menant  par  l’extrémité  une 
ordonnée  = — i : les  abscisses  des  intersections  de  la  courbe 
avec  ce  diamètre,  sont  données  par 

— 3xa-4-a=o,  d’où  x — ±. 


on  les  portera  de  A en  B et  en  B',  AB  étant  = AB',  puis  par 
B et  B',  on  mènera  les  perpendiculaires  prolongées  jusqu’au  dia- 
mètre FH  : les  limites  de  la  courbe , parallèles  aux  y,  sont  donc 


Pour  x > 


naires. 


-\f%- 


les  ordonnées  y sont  constamment  imagi- 


En  résolvant  la  proposée  par  rapport  à x,  on  trouverait 


y/—  gy  4.  a 

a * 


et  pour  équation  du  second  diamètre  F'H', 


donc  l’origine  est  le  centre  de  la  courbe.  Après  avoir  construit 
ce  diamètre  , en  portant  par  l’extrémité  de  x=  1 , l’ordonnée 
— a , on  tirera  les  abscisses  de*  intersections  de  la  courbe 
avec  F'H',  de  l’équation 

— 3y  -{-  a = o , d’où  y = rt 


ayant  donc  pris  A4  — Ab'  = > et  ^e*  perpendi. 

culaires  b * = ba!  = i y/ ~ , qu’on  prolongera  jusqu’à  la 


ren- 


contre de  'F'H',  on  aura  deux  nouveaux  points  a. , a.'  de  la 
courbe,  et  les  limites  bu , b' a!  de  la  courbe  parallèles  à l’axe 
des  x.  Cherchons  les  intersections , s'H  y en  a , avec  les  axe* 
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des  y et  des  x : pour  x = o , l’équation  donne 


ayant  donc  pris  AR  = AR'  = , on  atira  en  R et  R'  deux 

nouveaux  points  de  la  courbe  : à y = o répondent 


qu’on  portera  de  A en  r et  /.  Nous  avons  donc  , en  totalité  , six 
points  de  la  courbe , et  il  serait-  facile , en  se  donnant  des 
abscisses  tant  positives  que  négatives , en  progression  par 
différences  égales  , et  concluant  les  ordonnées  Correspon- 
dantes , de  les  multiplier  à tel  point  que  le  trait  qui  les 
joindrait,  la  représentât  avec  une  exactitude  suffisante',  mais 
elle  sera  plus  facile  à décrire , et  même  on  pourra  le  faire 
par  un  mouvement  continu  , lorsqu’on  connaîtra  ses  axes  prin- 
cipaux , comme  on  le  verra  dans  la  suite. 

Supposons  que  l’équation  manque  du  terme  tout  connu  , ou  , 
en  d’autres  termes , que  a diminue  jusqu’à  devenir  zéro  : la 
formule  des  racines  y , qui  devient  alors 

.t  \/ — 3x“ 

y a 2" 

annonce  que , pour  toute  valeur  de  x , autre  que  zéro , les 
ordonnées  sont  imaginaires  : pour  x = o , on  a y = o ; la 
courbe  est  donc  réduite  à un  point  qui  est  le  centre  delà  courbe, 
lorsqu’elle  existait. 

Si  le  terme  tout  connu  devenait  -r-  a , les  ordonnées 


seraient  indéfiniment  imaginaires  , et  la  courbe  n’existe- 
rait plus. 

Supposons  enfin  que  le  terfne  du  rectangle  manque  dar:* 

+• 
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la  proposée  , ce  qui  revient  à l'hypothèse  B = o,  c’est-à-dire, 
qu’on  ait  à construire  la  courbe  de  l’équation 

-f-  4x%  — a = o \ 

on  en  tire 

y — ±Ÿ-*xl±kt  x = ±:^-jy..±3:  ■ 

7 3 3 

les  deux  diamètres  sont  les  axes  coordonnés  eux-mêmes  ; les 
intersections  a , a'  tombent  en  r et  é ; celles  « , * tombent  en 
R et  R'  : on  sait  d’ailleurs  que  la  courbe  est  un  cercle , puis 
qu’outre  B=o,  on  a A = C,  ces  deux  coefficiens  ayant 
même  signe.. 

Les  élèves  feront  bien  de  s’exercer  sur  un  grand  nombre 
d’équations  , en  appliquant  immédiatement  à chacune  d’elles , 
les  raisonnemens  faits  sur  l’équation  générale , et  sans  recourir 
à la  comparaison  : de  cette  manière , ils  se  familiariseront  avec 
la  marche  de  la  discussion , qui  est  la  seule  chose  à retenir. 

Courbes  caractérisées  par  B* — \AC  = o. 

36.  La  formule  générale  des  racines  y , se  simplifie  dans 
cette  hypothèse , et  elle  devient 

y=-  l/[2(BD-3AE)x+(D»-4AF)]...(3a); 


l’abscisse  AB  (Gg.  3s)  de  l’unique  intersection  a de  la  courbe  , 
avec  le  diamètre  FH,  est  donnée  par 


d’où 


3 (BD  — sAE)  x-f  D3—  4AF  = o, 

_ D*  — 4AF  • 

3 (BD  — sAE)  X ’ 


et  la  formule  (3)  devient , en  y introduisant  cette  abscisse  , 


y = ± s l/[2(BD-2.\E)  (*-*')].  ... (a3). 
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Supposons  positifs  l’abscisse  x'  = AB  ( fig.  5a  ) , ainsi  que 

le  coefficient  BD  — aAE  : pour  toute  abscisse  x j>  x',  le 
facteur  x — x'  sera  positif,  et  les  ordonnées  y seront  réelles  : 
mais  pour  x < x',  ces  ordonnées  seront  toujours  imaginaires  , 
ainsi  que  pour  toute  abscisse  x négative  : la  courbe  s'étendra 
donc  indéfiniment  à droite  de  la  limite  Ba.  Pour  l’abscisse  x', 
toujours  positive  , si  le  coefficient  BD  — aAE  est  négatif , la 
courbe  sera  située  à gauche  de  la  limite  Ba.  On  reconnaîtra 
sans  peine  la  position  de  la  courbe  correspondante  à l’abscisse 
x'  négative  , le  coefficient  BD  — aAË  étant  positif  ou  négatif. 
La  courbe  du  caractère  B2—  4AC  =o  , indéfinie  dans  un  sens 
seulement , se  nomme  parabole. 

Qu’on  résolve  l’équation  par  rapport  à x,  et  on  aura 

æ==_ËÆ  ± _L  y/[a(BE — aCD)  j4-E’-4CF]...(a4); 

l’équation  du  diamètre  FU'  sera  donc 


d’où 


2C  y ® /.r\ . 

y — — ■r  x— r-*-(35)> 


mais  le  caractère  B“ — ^\C  = o , donne 

1 s£—JL 

B aA  ’ 

relation  qui  portée  dans  (a5) , transforme  cette  équation  dan* 
la  suivante  , 

sx“i--(a?)î 

cette  équation  comparée  avec  celle  du  diamètre  FH  , 

B v D 

y=~  — x~  — 


aA 


aA 


donnée  par  l’équation  (a3)  , fait  voir  que  les  diamètres  FH, 
F'H'  sont  parallèles  , puisqu’ils  font  le  même  angle  avec  l’axe 
des  abscisses.  Ce  parallélisme  s’applique  facilement  : en  effet , 
nous  avons  démontré  (3a),  sans  particulariser  l’espèce  de  courbe, 
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que  les  deux  diamètres  se  coupaient  au  centre , et  d'ailleurs 

nous  avons  trouvé  pour  l’abscisse  de  ce  point', 

BD  — aAE 
X~  B*  — 4AC  * 

or , pour  la  parabole , cette  expression  devenant  infinie , les 
diamètres  ne  se  rencontrent  plus  ; ils  sont  donc  parallèles. 

Le  caractère  B1 — 4AC  = o a encore  lieu  si , avec  B = o, 
on  a A ou  C = o : or  pour  B = o et  A = o , il  n’existe  plus 
que  le  diamètre  F'H'  parallèle  à l’axe  des  y , puisque  son 
équation  (a5)  devient 

E 


X = — 


aC 


celle  de  l’autre  diamètre  FH  étant  réduite  à 


y—- 


D 

o 


la  construction  de  ce  diamètre  est  impossible  r'on  conçoit  en 
effet  qu’il  ne  peut  satisfaire  en  même  temps  à la  condition  d’être 
parallèle  au  précédent , et  de  couper  également  les  transver-' 
sales  ou  cordes  parallèles  aux  y.  Le  contraire  arrive  sous 
les  hypothèses  B = o , C = o. 

Mais  sans  que  la  relation  B* — ^XC  — o soit  altérée , il  peut 
arriver  qu’on  ait 

BD  — aAE  = o,  * 

auquel  cas  la  formule  (aa)  se  réduit  à 


or  des  relations 

B*  — 4AC  = o, 

on  déduit 


BD  — aAE  =0.... (a8), 


D E 


d’c 


BE 


aCD  “ o; 
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- = - * 52 
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•(29). 


Chacune  des  formules  (27)  et  (29)  donne  donc  deux  droites  x 
et  il  s’agit  de  prouver  que  ces  formules  répètent,  les  deux 
mêmes  droites.  Les  diamètres  donnés  parles  équations  (27) 
et  (29)  sont 

B D 2C  E 

* y = -~rxx-7L>  y = ~ir  x~b‘ 

s 

mais  des  deux  relations  (28) , on  déduit  encore 


JB 

2A 


2C 

B ’ 


r> 

. 2 A 


E 
B 5 


donc  d’abord  ces  deux  diamètres  n’en  font  qu’un.  Si  l’on  tire 
de  (29)  la  valeur  de  y , on  tfouve 


àCx  + E 
B 


±ï  V* 


4CF (3o). 


Les  formules  (27)  et  (3o)  reviennent  aux  suivantes 

\ 

Y==-.^tD±:_i_4/gr~F 
y 2A  — yrz  V 4A 

v = _ aC*+E  -f-  ‘f  . 

y B “ B V 4C  ’ 

or  on  a déjà 

1 a y11  c 


{/A 


B 


d’après  la  caractéristique  B*  — 4 AC  = o ; d’ailleurs  de 
BD  — 2 AE  = o , on  déduit 


. Da  AE1  _ AEa  _ E» 

ou  4A  — ~ 4ÂC  — 4c  J 


- JD  _ E 
2À*~  B ’ 

donc  les  parties  irrationnelles  sont  les  mêmes. 


r * 


Digitized  by  Google 


CONSTRUCTION 


«O 


Sous  ces  relations' 


. D4  — 4 AF  > o , = o , < o , 

l’équation  (27)  représentera  le  système  de  deux  droites  , 00 
une  seule  droite  qui  sera  le  diamètre  FH , ou  elle  sera  im- 
possible. On  peut  concevoir  cette  dégénération  de  la  para- 
bole en  deux  droites,  en  supposant  que  l’abscisse 


x = 


AB  = — 


D*—  4AF 
a (BD  — aAE) 


de  l’intersection  de  la  courbe  avec  le  diamètre,  ait  augmenté 
par  les  diminutions  successives  du  dénominateur  décroissant 
jusqu’à  zéro  : alors  les  deux  portions  ma,  ma (fig.  53)  vont  se 
raccorder  en  des  points  a successivement  plus  éloignés  ; et  enfin 
ces  deux  portions  de  la  courbe  ne  se  rencontrant  qu’à  l’infini , 
*®  rectifient  suivant  deux  directions  BJL  , R'I/,  parallèles,  au 
diamètre  FH.  Si  l’on  a , en  même  temps , D*  — 4^F  — 
l’abscisse  x'  devenant  f par  deux  hypothèses  , indique  ( Alg.  , 
ir*  sect.  ) que  tout  point  de  FH  est  une  intersection  de  la 
courbe  , telle  que  a ; donc  la  courbe  se  change  dans  ce 
diamètre.  1 


3 7.  Pour  mieux  expliquer  les  deux  faits  précédens , qu’on 
multiplie  l’une  par  l’autre  les  deux  équations 

y — ax — 5=o,  _y  — a'x  — 5'  = o , 

et  on  trouvera  le  produit 

y1  — ( a -f-  a')  xy  + aa'x1  — ( b -f-  b' ) y 

-f-  (a'h  -f-a6')x  -f-  bb'  = 0.,  .« (3i)  t 

et  d’abord  la  quantité 

B* — 4AC  =a*-j-  aaa'-f-  a'4  — /^aa!  = ( a — a')* 

est  toujours  nulle  pour  a = a',  auquel  cas  les  droites  sont 
parallèles  ; en  même  temps  ",  ' • 

BD  — 2AE  = (a  + a')  (5  -f  b')  — S (a'b  + ab ')  = 0, 
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et 

D* — 4ÀF  = (b  -f  b'  y — \bb'  — ( b — b'  y > o. 

Donc , sous  ces  trois  hypothèses  , l’équation  est  bien  le  pro- 
duit des  équations  de  deux  droites  parallèles.  Si  avec  a = a', 
on  a encore  b — b',  les  deux  droites  n’en  font  plus  qu’une. 

Ainsi , sous  le  caractère  Ba  — ^A.C  — o , l’équation  peut 
représenter  une  parabole , deux  droites  parallèles , une  seule 
droite,  ou  elle  ne  représente  rien. 

Exemple  I".  Soit  l’équation 

_ya  — a.ry  -f-  xa  — x — t : 

sa  résolution  par  rapport  à y donne 

y=x±.\/x-j-i; 

aux  abscisses  x positives  correspondent  indéfiniment  des  or- 
données y réelles  : pour  toute  abscisse  négative  et  moindre  que 
l’unité  , on  a encore  de  telles  ordonnées  ; pour  x = — 1 , le 
radical  est  nul,  et  l’ordonnée  devient  celle  de  la  droite  y—x  : 
enfin , pour  des  abscisses  négatives  et  linéairement  plus  grandes 
que  l’unité , l’ordonnée  devient  et  reste  indéfiniment  imagi- 
naire ; la  courbe  est  donc  indéfinie  dans  un  sens  , et  limitée 
dans  l’autre  ; elle  est  une  parabole.  Le  diamètre  FH  (fig.  54) 
donné  par  « 

y — x, 

passe  par  l’origine  A,  et  fait  avec  l’axe  des  x un  , angle  de  5o*; 
l’abscisse  de  l’intersection  de  la  courbe  avec  ce  diamètre  , 
résulte  de 

x + 1=0,  d’où  * = — 1 = AB  ; 

et  on  obtient  cette  intersection  en  menant  par  B l’ordonnée 
Ba  du  diamètre.  La  résolution  de  l’équation  par  rapport  à x , 
donne  * . <• 

x — y - f t ± V y 

le  diamètre  F'H'  est  donc 

* = y + ï > d’où  y = x — i , 

6 
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dont  les  intersections  avec  les  axes  des  x et  des  y , sont 

x = l = Ai , y — — \ — Ai'  ; 


et  celle  de  la  courbe  avec  ce  diamètre , a pour  abscisse 
A.b  ■ 4 ' * 4* 

A l’hypothèse  x = o répondent 

y = 1 = AR  , y = — î = AR', 
et  pour  y — o , on  obtient 

x = i ± 


01  > l~v—  e8t>* et  <3*  et—  — ( ■ 1 1 

est , abstraction  faite  du  signe , > £ et  < x : ces  deux 
valeurs  de  x sont  représentées  la  première  par  A r,  et  la  se- 
conde par  A/. 

Si  l’on  supprime  le  terme  — x dans  la  proposée,  elle 
. deviendra 

y*  — a xy  -4-  = î , 

et  on  en  déduit  ces  deux  formules 


y — x ± i 


qui  représentent  deux  droites  parallèles  entr’elles , et  ayant 
pour  diamètre  une  droite  qui  leur  est  parallèle. 

Que  dans  l’équation  précédente , on  anéantisse  le  terme 
tout  connu,  la  résultante 

y/a  — axy  + x*  = o 

K .*  * 

donnera  y = x,  c’est-à-dire  une  droite.  Que  dans  la  même 
équation , on  change  -j-  1 qn  — î , et  les  deux  droites 

y = x ±Z  \/ — 1 

seront  imaginaires. 


« 
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Exemple  II.  Soit  l’équation 


xa  -f  y — x = o : 
résolue  par  rapport  à x , elle  donnera 


x = 1±  ^-^±1, 


et  comme  les  yaleurs  de  x ne  peuvent  être  réelles  qu’autant 
que 

y—  ou  <i, 

on  conclura  que  la  courbe  est  imaginaire  au-delà  de 

y = + i-. 

qu’ ainsi  elle  est  une  parabole.  Son  diamètre  F'H'  ( fig.  55  ) 
a pour  équation  , 


et  l’abscisse  de  l’intersection  de  la  courbe  avec  ce  diamètre , est 

y ~ ï- 

Pour  avoir  l’autre  diamètre  FH , il  faudrait  résoudre  la  pro- 
posée par  rapport  à y \ mais  comme  elle  n’est  que  du  • pre- 
mier degré  par  rapport  à cette  variable , on  en  conclut  que 
ce  diamètre  est  impossible. 

Les  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe  des  y,  résultent 
de  x = o , hypothèse  pour  laquelle  on  a y — o ; . ensorte 
que  la  courbe  passe  par  l’origine  A : pour  y — o,  on  trouve 
x — o , x — î = Alt. 

Ces  deux  exemples  serviront  à faire  mieux  entendre  la 
théorie , et  à guider  les  élèves  dans  la  discussion  des  équations 
des  courbes  paraboliques. 
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Courbes  caractérisées  par  B*  — 4AC  > o. 

38.  Reprenons  la  formule  des  racines  (35) , savoir, 

y = i/C(B'-4AC)(^-x') (x-x")] , 

x',  x"  désignant  les  abscisses  AB , AB'  ( lig.  56  ) des  inter- 
sections de  la  courbe  avec  le  diamètre  donne  par  la  partie 
rationnelle , et  supposons  d’abord  ces  racines  x',  x"  réelles 
et  inégales.  Pour  x <ü  x"  et  )>  x' , les  ordonnées  y seront 
imaginaires  : la  courbe  n’aura  donc  aucun  point  entre  les 
limites  Ba , B 'a'  : pour  x >•  x“  et  conséquemment  > x',  les 
ordonnées  y seront  indéfiniment  réelles  ; il  en  sera  de  même 
pour  x < x'  et,  à fortiori,  < x"  : ainsi  la  courbe  sera  compo- 
sée de  deux  branches  situées  l’une  à droite  de  la  limite 
B' a',  l’autre  à gauche  de  la  limite  Ba.  Cette  combe  se  nomme 
hyperbole. 

Les  racines  x',  x"  étant  réelles  et  égales  , la  formule  pré- 
cédente devient 


Bx  + D x — x' 

2A  ~ 2 A 


V/B*— 4AC...(32), 


équation  de  deux  droites  réelles  et  qui  ne  sont  plus  paral- 
lèles comme  dans  la  parabole , parce  que  le  coefficient  de 
x change  en  passant  d’une  droite  à l’autre.  Dans  ce  cas  , 
le  produit  des  équations  de  deux  droites  ( ) , pour  lequel 

A = î , JB  = — ( a + a'  ) , C = aa',  est  tel  que 

B*  — 4AC  = ( a -f  a'  )*  — 4aa'  = ( a — a')*  > o , 
et  qu’en  même  temps 


4A  ( AEa  + CD4  + FBa  — BDE  — 4ACF  ) = o , 

condition  sous  laquelle  les  racines  x',  x"  deviennent  égales  (3t 
et  32).  Ainsi  l’équation  de  l’hyperbole  se  change  alors  dans  le 
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produit  de  deux  droites  non  parallèles , que  nous  allons  démon- 
trer se  couper  au  centre.  En  effet,  il  résulte  de  la  formule  (3a) 
que  pour  xm  x , l’ordonnée  correspondante  qui  est  celle  du 
centre,  est,  en  même  temps , l’ordonnée  de  l’intersection  des 
deux  droites;  de  plus,  ces  deux  droites  sont  placées  symé- 
triquement par  rapport  au  diamètre  FH. 

Supposons  enfin  les  racines  x',  x"  imaginaires  : alors  la 
courbe  ne  peut  couper  le  diamètre  FH  ; cependant  comme 
le  trinôme  facteur  de  (Ba — 4^-C)  , sous  le  radical,  dans 
la  formule  générale  des  racines  y,  ne  peut  changer  de  signe 
(Alg.  , ire  sect. , chap.  XX'VIII) , et  qu’il  prend  alors  celui  de 
B“ — 4AC  ,1e  radical  reste  réel  pour  toutes  les  abscisses  x; 

la  courbe  existe  donc. 

: \ 

Nous  avons  reconnu , par  rapport  à l’ellipse , que  les  racines 

x',  x"  devenaient  imaginaires  en  même  temps  que  y,  y"  ; la  . ÿ 
même  chose  n’a  pas  nécessairement  lieu  dans  l’hyperbole  , 
et  pour  s’en  convaincre  , qu’on  se  reporte  à ces  formules  (3i 
et  3a  } , 

4A  ( AEa-f  CD1  + FBa  — BDE  — 4ACF  ) , 

4C  (AE“+CD»  + FBa  — BDE— 4ACF)  , « 

dont  on  sait  que  le  signe  détermine  la  réalité  et  l’imaginarité 
des  racines  x'  et  x",  y'  et  y"\  et  on  en  conclura  que  lorsque  les 
coefficiens  A et  C ont  même  signe  ,.  ces  racines  sont  réelles 
ou  imaginaires  en  même  temps  , et  que  lorsqu'ils  ont  des  signes 
contraires , ce  qui  est  compatible  avec  le  caractère  hyperbo- 
lique , les  racines  x',  x"  sont  réelles  , tandis  que  y'  et  y " 
sont  imaginaires , ou  réciproquement  : c’est  ce  qui  explique 
comment  l’hyperbole  peut,  au  défaut  d’intersections  avec 
l’un  de  ces  diamètres , en  avoir  avec  l’autre  , et  comment 
elle  peut  ne  les  couper  ni  l’un  ni  l’autre  , et  cependant  exis- 
ter. On  remarque  en  même  temps  que , sous  la  relation 
— 4AC>  o,  l’équation  générale  (i)  ne  peut  être  impos- 
sible. • 
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3g.  On  a reconnu  que  sous  les  relations 

4A  X M = o,  4C  X M = o , , 

M étant  = ÀE“  4 CD*  + FB“  — BDE  — 4ACF , lesquelles 
ont  lieu  en  même  temps  , lorsque  les  coefficiens  A et  C 
ne  sont  pas  nuis  , l’équation  générale  résolue  soit  par  rapport 
à y , soit  par  rapport  à x,  annonce  deux  droites  qui  se  coupent 
au  centre.  En  effet,  si  l’on  multiplie  entr’elles  les  équation» 
de  deux  droites  non  parallèles , savoir  : 

my  — ax  — b = o , ny  — a'x  — b'  — o , 

on  trouve  pour  produit 

mny  — (rca  + ma')  xy  + u»'x* — (mi'-f-  nb)  y 
+ ( a' b + aV  ) x 4*  bb'  = o , 
lequel  comparé  à l’équation  générale , donne 

A —mn,  B = — (rca 4" nta')  , C ==  «a, 

D=  — ( mb'  4- ni)  , E = a b -}-  ab F = bb', 

et  il  résulte  de  ces  substitutions  dans  M , que 

M = AEa  4-  CD1 4-  FB*  — BDE  — 4ACF  = o. 

Examinons  maintenant  ce  qui  arrive  lorsque  A étant  nul , 
C n’est  pas  nul  : la  première  condition  étant  satisfaite , sans 
que  la  seconde  le  soit , lorsqu'on  ne  suppose  pas  M = o , 
l’équation  générale  ne  présente  plus  le  système  de  deux  droites. 
En  effet , si  d’après  la  seule  condition  4A  X M = o , satisfaite 
par  A = o , on  se  croyait  en  droit  de  conclure  que  l’équa- 
tion générale  représente  deux  droites , comme  alors 

M = CD*  4-  FBa  — BDE 

devient  nul  par  les  substitutions  des  valeurs  précédentes  de 
A,  B,C,  etc.,  en  supposant  m = o à cause  de  A=o, 
valeurs  qui  deviennent 

B = — na,  G = àa',  D = — nb,  E—a'b+ab',F=bb', 
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on  serait  ramené  à M = o ; alors  les  deux  droites  sont  re 
présentées  par 

ax  + £ ==  o , ny  — a'x  — ■ £'  — o , 
d’où  l’on  tire 


et  il  reste  à évaluer  a , a',  b et  n en  coefficiens  de  l’équation 
générale  : d’après  les  relations  ci-dessus  , modifiées  par  l’hypo- 
thèse m = o , on  a 


£ D a'  C b'  F CD— BE 

a B ’ n ~~  B ’ n D ~ B*  ’ 


en  observant  que  de  la  condition  M = 0 , savoir  , 
CD*  4-  FB*  — BDE  = o , 

on  déduit 

F CD  — BE  _ 

D ~ B1  ! 


on  aura  donc  ces  équations  - 


x — 


D C , CD— BE 

b » y—  b xJr  ■ b»  » 


telles  qu’on  les  trouve  d’après  la  formule 


aC 


aC 


(y-y') 


%+E  B r a CD — BE~ I 

aC  — aC  L/  B1  J* 

qui  répond  à l’égalité  des  racines  y',  y". 

On  observera  que  pour  A=  o , l’équation  générale  résolue 
par  rapport  à y,  donne 

Cx*  -f-  Ex  -f-  F 
" Bx+D 


1 


\ 


V 
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et  que  la  condition  sous  laquelle  cette  formule  représente 
une  droite , consiste  dans  la  divisibilité  du  numérateur  par  le 
dénominateur,  ou  dans  l’égalité  à zéro  du  reste  indépendant 
de  x , égalité  qui  est 

CD*  + FB*  — BDE  = o = M 

pour  A = o ; de  cette  manière  on  n’obtient  que  la  droite 

C , CD— BE 

y=~Bæ+—w— 

Supposons  enfin  A = o , C = o : sous  ces  hypothèses  , les 
relations 

4A  X M = o , 4C  X M = o 

sont  bien  satisfaites  ; cependant  il  ne  faut  pas  conclure  qu’il 
y ait  lieu  à deux  droites  , à moins  qu'on  ait  en  même  temps 
M = o.  En  effet , les  conséquences  de  A = o , C = o sont 

m = o et  a'  = o , ou  n = o et  a — o : 

dans  le  premier  cas  , 

B — — na. , D = — nb  , E = ab',  F = bb\ 

et  la  relation  M devient  alors 

M = FB*  — BDE  = n'a'bV  — n*a*bb'  = o ; 

ensorte  qu'on  est  encore  ramené  à M = o , comme  condition 
de  l’existence  de  deux  droites  qui  sont  représentées  par 


b b' 


équations  qui , d’après  les  relations  ci-dessus , se  transforment 
dans  celles-ci , 

D F E 

*=~b>  y=- d=-b-; 

Dans  les  hypothèses  ci-dessus , l’équation  générale  devient 
Bxy  -f-  Dy»  Ex  -f-  F = o; 
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_ Ex- + F 
y~~  Bx+D’ 


Dy  + F 

X~  B y + E- 


faisant  les  divisions  , et  égalant  à zéro  le  reste  indépendant 
de  x dans  la  première  , et  de  y dans  la  seconde , on  obtient 
cette  condition  unique 


FB— DE 


B 


= o 


d’c 


FB  — DE=o  = M, 


qui  doit  être  satisfaite  , pour  que  la  proposée  représente  deux 
droites  données  par  les  équations  ci-dessus. 

L'équation 

• axy  + y 4-  ax  + î = o , 
pour  laquelle  FB  — DE  = i X a — 1X2  = 0,  donne 

y+*  _ . 


ax  -f-  1 

y ~ ax+  1 ~~  _ 1}  I_-2(_y+i)' 


4o.  Le  caractère  hyperbolique  a lieu  pour  A = o , pour 
C = o,  pour  A = C = o : il  a encore  lieu  si  B étant  nul  > 
les  cofliciens  A et  C ont  des  signes  contraires. 

Supposons  d’abord  B = o -,  les  deux  diamètres  FH  , F'Il' 
deviennent  respectivement  parallèles  aux  axes  , ce  qu’on  trouve 
en  remontant  aux  équations  de  ces  diamètres  : ils  sont  donc 
rectangulaires.  Si  de  plus  A = — C,  l’équation  générale 
devient 

Ay  — Ara  Dj  -f-  Ex  -j-  F = o , 
et  après  la  division  par  A , 

DEF 

y_^  + __y  + _x+_  = 0; 
les  coordonnées  du  centre  deviennent 


D 

y=S-ÏÂ> 


zA* 


et  comme  Y équation  précédente  de  la  courbe,  peut  être  écrite 
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sous  la  forme 


0 +3H~â)‘-2 


.E’— 4AF 
4A“  1 


on  trouve , en  la  rapportant  au  centre  par  les  substitutions  , 
, , E , D 

x=*+;s’  y=y~EX‘ 

qu’elle  devient 

,,  .,_D»-E--4AF,  • 

y ~ 4Aa 

Cette  hyperbole  se  nomme  équilatère  : elle  est  à l’hyperbole 
ordinaire , ce  que  le  cercle  est  à l’ellipse.  On  donne  encore 
ce  nom  à l’hyperbole  pour  laquelle  A= — C.  SiD=E=F=o, 
l’hyperbole  équilatère  se  change  dans  les  deux  droites 

y* — a/*  = o , d’ou  ÿ — ± x'. 

Il  serait  fort  aisé  de  prouver  que  les  deux  diamètres  FH , 
F'H'  ne  peuvent  être  à angles  droits  que  sous  la  relation 
C = — A , quelle  que  soit  d’ailleurs  la  valeur  de  B. 

Nous  renverrons  pour  les  exemples  au  chapitre  suivant  qui 
se  rapporte  particulièrement  à l’hyperbole , et  qui  complette 
le  dernier  titre  de  celui-ci.  ; 


■> 


) 
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CHAPITRE  Y. 


Des  asymptotes. 

4i.  Il  conviendrait  peut-être  de  ne  parler  des  asymptotes 
qu’après  avoir  parlé  des  tangentes  aux  courbes , puisque 
l’asymptote  n’est , dans  le  fait , qu’une  tangente  au  dernier 
élément  de  chaque  branche  de  l’hyperbole  -,  mais  comme  le 
problème  des  tangentes  se  rapporte  aux  trois  courbes  com- 
prises dans  l’équation  générale , tandis  que  l’hyperbole  est  la 
seule  de  ces  courbes  qui  admette  des  asymptotes  ; et  comme 
d’ailleurs  l’analyse  par  laquelle  nous  allons  déterminer  ces 
asymptotes , n’a  rien  de  commun  avec  celle  des  tangentes  , 
nous  traiterons  ici  la  première  question  que  nous  reprendrons 
dans  ce  chapitre,  sous  un  point  de  vue  beaucoup  plus  général, 
et  sur  laquelle  nous  reviendrons  encore  dans  celui  des  propriétés 
de  l’hyperbole. 

Reprenons  la  formule  des  racines  y , dans  laquelle  nous 
ferons , pour  abréger , 

B1  — 4AC  = u , 2 (BD— aAE)  = 6 , Da  — 4 AF  = c . 


on  aura  donc 


c’est-à-dire  , 

y = 


2A 
Bx-fD 


2A 


*£(•+;+ $)'• 


D C 

Si  l’on  regarde  la  somme  des  deux  termes — comme  un 

x x2 

seul  terme , on  aura  à faire  la  puissance  £ du  binôme 
a + (i  + i)’  ^quelle  sera  (Alg.j  ir‘ sect.) 
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i . i + ^ d+£) 

« 4-  r^~  + etc.  ; 


a aa 


8a* 


cnsorte  qu’on  obtiendra  cette  formule  des  valeurs  de  y , 
veloppée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 


dé- 


a A L 


a aa  \_z  a1  8aa  J 


11  est  maintenant  facile  d’assigner  le  système  de  droites  dans 
lesquelles  la  courbe  tend  à se  changer,  lorsque  l’abscisse  aug- 
mente , ou  dont  la  formule  des  ordonnées , soit  la  limite  de 
celle  des  ordonnées  de  la  courbe.  A cet  effet,  on  observera 
que , pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  x , la  portion 
du  développement  précédent , à partir  du  terme  multiplié  par 

^ inclusivement , diminue  et  peut  devenir  moindre  que  toute 

quantité  donnée,  en  prenant  x convenablement  : il  résulte  d’ail- 
leurs de  la  notion  de  limite,  que  la  somme  des  termes  constans 

— ^ ± t , doit  faire  partie  de  l’expression  de  la  limite 

sa* 

puisqu’autrement  l’expression  et  sa  limite  différeraient  d’une 
quantité  finie.  Ainsi  lorsque  l’abscisse  x est  parvenue  au  terme 
de  ses  accroissemens  , l’ordonnée  correspondante  est  réduite  à 


B.c-j-D 
2 A 


aA! 


3 


B-r.-j-D 
2 A 


V Ba — 4AC  4 


BD — a AE  —i 

V/B*— 4ACj 


formule  qui  représente  le  système  de  deux  droites  qu’on  nomme 
asymptotes  de  la  courbe.  On  peut  donc  regarder  l’asymptote 
comme  le  prolongement  de  l’élément  extrême  de  l’hyperbole  , 
dont  chaque  branche  serait  considérée  comme  un  polygone  formé 
d’une  infinité  de  côtés  infiniment  petits.  . y 
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Pour  avoir  les  intersections  de  ces  asymptotes  avec  le  dia- 
mètre que  nous  appejons  toujours  FH  , il  faut  poser 


d’où 


x l/Ba—  4AC  -4- 


BD— sAE 
\/  B* — 4 AC 


BD  — aAE 
X~~  B>  — 4AC  ’ 


ce  qui  est  l’abscisse  du  centre  (3i)  : ainsi  les  asymptotes  se  cou- 
pent au  centre  de  la  courbe , et  on  observera  qu’elles  sont  pla- 
cées symétriquement  par  rapport  au  diamètre  que  nous  considé- 
rons, puisque,  rapportées  à cette  droite,  elles  ont  pour  ordonnées 


i-’r-fx  y B‘—  4AC  + 

2 a L y B“ — 4AC— ’ 


4a.  L’hyperbole  est  donc  la  seule  des  trois  courbes  du  premier 
ordre , qui  comporte  des  asymptotes  , puisque  la  formule  (1) 
devient  infinie  pour  la  parabole  et  imaginaire  pour  l’ellipse. 


43-  Supposons  que  la  proposée  manque  des  termes  de  x* 
et  de  x , ce  qui  arrive  par  C = o , E = o , hypothèses  sou* 
lesquelles  le  caractère  hyperbolique  a lieu  : alors  la  formule 
(1)  donne  celles-ci , 


dont  la  première  dit  qu’une  des  asymptotes  est  Taxe  même 
des  x. 

Lorsque  le  seul  terme  de  x*  manque  , ou  lorsqu’on  a C = o , 
la  même  formule  donne 


y 


E B ‘ . AE  — BD 

B>  y = -xx+— 


(3), 


équations  dont  la  première  avertit  qu’une  des  asymptotes  est 
parallèle  à l’axe  des  x.  • • ■ ' • 


44.  L’équation  des  asymptotes  se  refuse  à l’hypothèse  A = o; 
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niais  alors  on  part  de  l’équation  générale  résolue  par  rapport 
à x , laquelle  en  posant  B'  — 4-Æ  — a,  a (BE  — aCD)  = b'> 
E4 — 4CF  = c , donne  , après  le  développement  de  la  puis- 
sance \ du  trinôme  sous  le  radical  , 


By+E. 


aC  aC 
formule  qui  a pour  limite 


^a4j  + -^i+  / '’-j V+etc-]. 

L aa4  \3g4  8 a*  J y -* 


aC 


±i£yV,B- 


■4AC  ■ 


BE  — aCD 


KB4— 4AC 

Cependant  il  ne  faut  pas  croire  que  les  formules  (1)  et  (4)  don- 
nent deux  systèmes  différens  d’asymptotes.  En  effet , l’hypothèse 

yl/BÜ^C+“=0l 


1/B4— 4AC 
BE  — 2 CD 


faite  dans  (4)  > donne 

y ~ B4— 4AC  ’ 

c’est-à-dire , l’ordonnée  du  centre  : donc  les  droites  de  la  for- 
mule (1) , et  celles  de  la  formule  (4)  se  coupent  au  centre.  Si 
de  cette  dernière  formule  on  dégage  y , on  obtient  pour  le  signe 
supérieur  du  radical , 

aCx 

y ~~  — B + l/B4  — 4AC 
et  pour  le  signe  inférieur  , 

aCx 


-etc. 


y — B — V/B4  — 4AC 
la  première  de  ces  valeurs  se  réduit  à 


+ etc.  ; 


_B—  V/B4— 4AC 

y= is x+ete-* 


et  la  seconde  à 

y 


~B+  j/B4  — 4AC  t 
3À 


etc. 
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Donc  ces  deux  asymptotes  font  avec  l’axe  des  abscisses , les 
mêmes  angles  que  celles  de  l’équation  (1)  , puisque  les  coelli- 
ciens  de  x ne  diffèrent  pas. 

45.  Qu’on  suppose  maintenant  A =■  o , D=o  dans  la 
formule  (4)  , et  on  aura 


l’une  des  asymptotes  est  donc  l’axe  des  y.  Soit  seulement 
A = o , et  les  asymptotes  seront  représentées  par 


D 
B ' 


y 


Cx  BE  — CD 
B B1 


46.  Donc,  i°.  si  les  carrés  x1  et  y3  viennent  à manquer, 
des  deux  asymptotes  , l’une  est  parallèle  à taxe  des  x,  C autre 
à taxe  des  y. 

a".  Si  les  carrés  et  les  premières  puissances  des  variables 
manquent  en  même  temps , les  axes  eux-mêmes  deviennent 
asymptotes. 

47.  Pour  B = o , A = — C , hypothèses  qui  rendent  l’hy- 
perbole équilatère  (4°)>  l’équation  aux  asymptotes  devient 

D ±E 

^=-X aA~  ’ 

et  comme  les  tangentes  des  angles  faits  par  ces  droites  avec 
l’axe  des  x , satisfont  à la  relation  aa'  -f-  1 = o , on  conclut 
que , pour  cette  particularité  de  l’hyperbole , les  asymptotes 
sont  à angles  droits  -,  ce  qui  arrive  encore  pour  A = — C , 
connue  on  peut  a’en  assurer  en  faisant  le  produit 

/B  — y/ÿ-  4ACs  /b  4-  v' B* — 4A 
\ aA  / \ aA 

qui  devient  alors  = — 1 : ensorte  que  la  relation  aa'  -J-  1 = o 
(chap.  II,  probl.  IV)  est  satisfaite. 

. u.i. 

48.  Les  deux  formules  Q)  et  (4)  sont  en  défaut,  lors- 
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qu’on  a en  même  temps  A = o , C=o  : il  faut  donc  alors 
trouver  les  asymptotes  par  une  autre  voie.  L’équation  générale 
se  réduit,  sous  cette  double  hypothèse,  à 

Bxy  + Dy  + Ex  -f-  F = o: 
cette  équation  résolue  par  rapport  à x , donne 

•"  ,T-  Py+F 

By'+E’ 

et  on  en  conclut  x = oo  pour 

By'  -f-  E = o , d’où  y 

équation  de  l’une  des  asymptotes , qui  est  parallèle  à l’axe 
des  x ; en  faisant  la  division  de  Dy  -f-  F par  by  -f-  E , on 
trouve 

D FB  — DE 
37  B +B(Bj  + E)  ’ 

or  y augmentant  continuellement  jusqu’à  la  limite  oo , x décroît 
continuellement  jusqu’à  la  limite , 

D 

X=  Ëf  * 

équation  de  l’autre  asymptote  parallèle  à l'axe  des  y.  Pour 
trouver  cette  seconde  asymptote , on  aurait  pu  résoudre 
l’équation  parrapport  à y , et  on  aurait  eu 

Ex  4- F. 

y ~ Bx  + D ; 

l’hypothèse  Bx  + D = o , qui  répond  à y = oo , donne  en 
effet 

D 

x = -r 

Ce  procédé  est  encore  applicable  , lorsque  l’équation  ne  ren- 
ferme que  l’une  des  variables  à la  première  puissance.  Qu’on 
suppose,  en  effet,  C = o,  et  qu’on  résolve  , par  rapport  à 
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a?  l’équation 

A y*  -f-  B xy  + Dy  + Ex  + F =s  o , 


on  aura 


x 


Ay°+Py+F 

By+E  ’ 


valeur  de  x qui  devient  infinie  pour 
By  -f-  E = o,  d’où  y 


97 


asymptote  donnée  par  la  première  des  équations  (3)  trouvée 
(43)  : on  obtient  l’autre  en  faisant  la  division,  et  on  trouve 

A BD  — AE  AEH-  FB* — BDE 

x — ~ B * B 2 B“  (By  -f-  E)  '• 

î * * 

Pour  y = 00  , la  valeur  de  x devient 


A • BD— AE 

X~~  B y B“  * 

d’où 

B , AE— BD  , 

y ~ â x âb  * 

équation  de  l’autre  asymptote  (43). 

On  procéderait  de  la  même  manière  pour  trouver  les 
asymptotes  sous  l’hypothèse  A = o qui  met  en  défaut  la 
formule  (i). 

4g.  Si  l’on  a C = o , E = o , l’équation  générale  devient 
Ay  -{-  Bxy  -j-  Dy  + F = o , 

et  elle  donne 

Ay4.Dy4.F_  A D F . 

By  B y B By  ' 

or  pour  des  valeurs  de  y tant  positives  que  négatives  , et 
décroissantes  indéfiniment , x augmente  continuellement  ; et 
enfin  pour  la  limite  o des  décroissemens  de  y,  x atteint  la 

7 
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limite  oo;  d'où  l’on  conclut  que  les  deux  brandie*  de  la 
courbe  vont  se  rapprochant  sans  cesse  de  l’axe  des  abscisses 
qu’elles  ne  peuvent  atteindre , et  qui  est  une  asymptote  donnée 
par  y—  o.  Maintenant  si  l’on  suppose  que  y augmente  jusqu’ 4 


l’infini , le  terme  — diminue  jusqu'à  zéro  , et  conséquem- 


ment la  valeur  de  x augmente  jusqu’à  la  limite 


A D 

X-~~B  y~%'‘ 


d‘où 


D 

A’ 


droite  qui  est  l’autre  asymptote. 

Le  cas  de  A 3=  Q > E = o ne  laisse  maintenant  aucune 
difficulté. 


5o.  On  a déjà  vu  (38)  que , dans  l’hypothèse  de  l’égalité 
des  racines  x'  et  x",  donnée  par  la  relation  (3t) savoir  : 


(BD  — fiAE)4  _ D*— 4AF 
(B1  — 4AC)»  ”*B»— 4AC’ 


l’équation  de  l’hyperbole  représente  deux  droites  qui  se  coupent 
au  centre  : en  remplaçant  par  sa  valeur  dans  la 

formule  générale  des  racines  y,  on  obtient  celle-ci. 


Bx-fD 

J-- àÂ~ 

c’est-à-dire  , 

Bx+D 


^V/[(B‘-4AC)(x  + 


BD— aAE 

imât J J* 


BD— aAE-] 

l/B‘— 4ACJ’ 


Ces  droites  seraient  donc  les  asymptotes  de  1 hyperbole  , si 
cette  courbe  existait , ou  plutôt  l’hyperbole  se  transforme  en 
quelque  sorte  dans  ses  asymptotes. 

Passons  maintenant  aux  applications. 


Digitized  by  Google 


DÈS  ASŸWPÏOtfeS.  99 

Exempte  I.  Construire  la  courbe  de  l’équatioH 

y1  — x*  -f-  my  — nx  ==  o , 

dans  laquelle  nous  supposerons  d’abord  m>ra  ; en  la  résolvant 
par  rapport  à y,  on  tfoüve 

, — m ±.  y/4x*4-  4nx  m* 

y — a '* 

et  comme  pour  des  abscisses  tant  positives  que  négatives,  les 
ordonnées  y sont  réelles  , et  restent  indéfiniment  telles  , 
on  reconnaît  que  l’équation  peut  représenter  une  hyperbole. 
L’équation  de  son  diamètre  FH  (Gg.  57  ) est 

_ m * r' 
v=— ■ — = AC  . 

J a 

Ce  diamètre  est  donc  parallèle  à l’axe  AX  : les  abscisses  des 
intersections  de  la  courbe  avec  ce  diamètre  , sont  fournies  par 

4xa-f-  4 nx  + = o, 

d’où  l’on  déduit 

— n ± y n — m 2 

x tu  ; 

2 * 

et  comme  elles  sont  imaginaires  sous  l’hypothèsé  rti  > n , on 
en  conclut  que  la  courbe  ne  rencontre  pas  ce  diamètre.  Ré- 
solvant l’équation  par  rapport  à x , on  obtient 

x = ~~n+  V' W+  4m_y  + ^ . 

le  second  diamètre  F'H'  a donc  pour  équation 

x = — - = AC"  : 

2 

il  est  parallèle  à l’axe  AY , et  il  coupe  FH  au  centre  C de 
la  courbe  : les  racines  du  trinôme  soiis  le  radical  égalé  à 
zéro,  sont 

— m ± [/  m» — n% 
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prenant  donc  AC'  — 


augmentant  et  diminuant  cette 


longueur  de 


\/  m“  — n‘ 


, ce  qui  donne  les  abscisses  A b , Ab'i 


puis  menant  les  parallèles  bu  , b'af,  on  aura  les  intersections  a.  , 
et'de  la  courbe  avec  F'H'.  Pour  avoir  les  points  de  rencontre  de 
la  courbe  , i°.  avec  l’axe  AX  , on  fera  y = o , d’où  résultent 
x=o,x— — n =AA'\  a0,  avec  l’axe  AY,  on  posera  x = o, 
yaleur  à laquelle  répondent  y =o,  y = — m—  AD.  • , 

Passons  à la  détermination  des  asymptotes.  On  mettra  la. 
formule  des  racines  y sous  la  forme 

=_=±ïQ+ï($  + f)+«c.]i 

après  la  multiplication  par  x et  l’hypothèse  x = oo,  on 
trouve 

y~  — j±.Hax  + n), 


qui  indique  deux  lignes  symétriques  par  rapport  au  diamètre 

Ffl,  quelles  coupent  au  point  x = — -,  c’est-à-dire,  au 

centre  C.  Si  l’on  veut  avoir  les  intersections  de  ces  droites  , 
i°.  avec  l’axe  des  y , il  faut  faire  x = o,  ce  qui  donne 

— m±n 

. ' — ; 

2°.  avec  celui  des  x,  on  écrira  y==  doù 

ndt  77i 

* = — . 

valeurs  qui  servent  à construire  et  à vérifier  la  position  des 
asymptotes.  . 

L’hyperbole  en  question  est  équilatère , et  ses  asymptotes 
sont  à angles  droits. 
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Lorsque  m ss  n , la  formule  des  racines  y devient 

/ ; > 

-m±(M  + n)  - . . 

y~~  à » 

et  elle  représente  deux  droites  qui  répètent  les  asymptotes 
trouvées  dans  le  cas  précédent  (5o), 

Enfin  pour  m<^  n,  la  courbe  rencontre  le  diamètre  FH , 
et  ses  intersections  avec  I*  'H'  sont  imaginaires. 

Exemple  II.  Construire  la  courbe  de  l’équation 

. ’•  < i t 

y*  + Zxy  + x1  + y + x = o. 
t>n  en  déduit 

3r-f-  1 


a . - 

3y+  i 


— f l/[5xa-f-  2X  -f  l], 
±-j  i/C5y  + 2 y + I]  î 


et  comme  les  racines  du  trinôme  5x*  -f-  zx  4-i  sont  imagi- 
naires , il  en  est  de  même  de  celles  de  l’autre  trinôme  5_ya-f-ay-(-i  ; 
ensorte  que  la  courbe  ne  rencontre  ni  l’un  ni  l’autre  de  ses  deux 
diamètres  ( fig.  58)  ; ce  qui  doit  être , parce  qu’ici  les  coefficiens 
A et  C ont  même  signe  (38).  Il  faut  donc  rechercher  si  la 
courbe  n’aurait  pas  d’intersections  avec  ses  axes  : on  fera 
i°.  x = o , d’où 

y — o»  y = — 1 = AB.'* 

fl®,  y = o , d’où 

x — o , x ~ — i = ÀR  . , 


Pour  connaître  la  situation  des  branches  pour  chacune  desquelles 
nous  n’avons  pu  obtenir  qu’un  seul  point,,  on  aura  recours  à 
l’équation  aux  asymptotes  , qui  est 


d’où  l’on  conclut  l’abscisse  du 


centre  x—  — y,  «t  la  po- 
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•ition  de  chacune  des  asymptote*  qui  définit  «elle  de  chacune 
des  branches , lorsque  d’ailleurs  on  connaît  un  point. 

On  s’exercera  particulièrement  sur  les  équations 


xy+x-f-y+i=o,  xy  + x + i = o, 

xy-t-x+y  + 1=0,  xy  + 1 = o , xy  o. 

Bi . On  trouve  dans  le  second  chapitre  de  la  seconde  partie  de 
la  Théorie  des  Fonctions  , par  l’illustre  Lagrange,  une  idée 
de  l’asymptote  la  plus  simple  et  la  plus  générale  qu’on  en 
puisse  donner  mais  comme  l'analyse  à laquelle  elle  donne 
lieu , s’étend  aux  courbes  algébriques  et  transcendantes , géné- 
ralement représentées  par  y —fx , nous  la  particulariserons 
et  nous  la  restreindrons  enfin  aux  lignes  du  second  degré. 


Supposons  qu’après  la  substitution  de  X , au  lieu  de  x 

dans  y=fic,  cette  fonction  qui  deviçnt  X ^ se  déve- 
loppe comme  il  suit , 


^=/^i^=seto.  4-  -p"~h  -p  + y + A4,Bi,4_Ct*4*etc*' 


il  y aura  lieu  à plusieurs  distinctions  : i°.  sous  cette  forme 
générale,  la  courbe  du  contact  le  plus  intime  avec  la  proposée  t 
ou  dont  le  cours  se  rapprochera  le  plus  de  celui  de  la  pro- 
posée , pour  i = o , c’est-a-dire  pour  l’abscisse  x = oo  , sera 
la  courbe  représentée  par 

TV  C'  R' 

^e  tc.  + ^+;v  + f +A, 

ou  par 

y =?  A + R'-*  4"  4-  D'x3  + etc.  » 

«n  remplaçant  X par  x : il  faut  entendre  par  là  que  toute 

autre  courbe  qui  ne  sera  pas  d’un  degré  plus  élevé  que  cette 
dernière , ou  qui  ne  renfermera  pas  plus  de  constantes  , ne 
pourra  passer  entr’elle  et  la  proposée.  La  courbe  de  cette 
dernière  équation  est  dite  asymptote  de  la  courbe  donnée. 
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J=f(j)  = 7 + A + B*  + Ci*  + etc. ; 

celle  du  contact  le  pin»  intime , ou  du  plu»  grand  rapproche- 
ment possible,  pour  i — o qui  répond  à x=oo,  aura  pour 
équation 

y = j + A = A -f  Bx  ; 

l’asymptote  sera  donc  une  ligne  droite. 

3°.  Si  le  développement  de  la  proposée  ne  renferme  pas- 
de  puissances  positives  de  »,  ensorte  qu’il  soit  simplement 

y ==  / ( } ) - + f + 7 + A » 

la  courbç  asymptote  sera 

y = À -(*  B'x  -4"  C'x*  -f*  etc. 

4*.  Enfin  soit 

y sa  / =î  A4Bi  + W+  etc.  , 

c 

l’asymptote  sera  donnée  par 

y — A» 

équation  d’une  droite  parallèle  à Taxe  des  x,  et  qui  sera 
celle  de  cet  axe  pour  A = o. 

En  conservant  les  désignation»  employées  (41),  et  chan- 
geant x en  i , la  formule 


JL  1 

aA  ' i 


D î i 

aA  aA  ’ t 


[[a  + bi  -f-  et1]* 


développée,  donnera 
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ïeuf 


Or  l’équation  de  la  ligne  droite 

y = mx  + n 

devient,  pour  x=i, 


y = m j + n 


et  si  l’on  détermine  le»  quantités  arbitraires  m et  n d’après 
les  conditions 


B ± a*  D 

m — t — , n — - 

aA  aA 


4asA 


on  aura  par  ces  substitutions  dans  y — mx  -j-  n , l’équation 
de  la  droite  asymptote  de  la  courbe.  En  effet,  il  est  facile  de 
s’assurer  que  toute  autre  droite  dont  on  n’aurait  déterminé  que 
l’une  des  constantes , d’après  l’une  des  conditions  ci-dessus , 
ne  pourrait  passer  entre  la  droite  précédente  et  la  courbe  : 
on  voit  en  même  temps  que  pour  i = o , c’est-à-dire , pour 
sc—  oo  , la  droite  et  la  courbe  se  confondent , et  qu’en  allant 
deæ=o  à x—  oo  , la  droite  se  rapproche  de  plus  en  plus  do 
la  courbe. 


/ 
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CHAPITRE  VL 


Étant  donnée  d'espece  et  de  position  une  ligne  quel- 
conque du  second  degré , placée  comme  on  voudra 
par  rapport  aux  axes  rectangulaires  des  coordon- 
nées , établir  F équation  numérique  de  cette  ligne. 

5a . X-J  A solution  de  cette  question  , l’inverse  de  celle  qui  fait 
le  sujet  du  chapitre  quatrième  , est  due  à M.  Raymond , 
professeur  de  mathématiques  au'  collège  de  Chambéri , qui 
l’a  consignée  dans  le  n°  G du  tome  l,r  des  Annales  de  Ma- 
thématiques. 

1°.  Soit  l’ellipse  ala!t  ( fig.  5g  ) , disposée  de  telle  manière 
par  rapport  à ses  axes  AY , AX',  que  l’on  ait 

AF  z=  — l , AR  — : ' a , AB  — x'  — — 4 » 

AB'  — x"  = — 8 , Cl  = CT  = a , 

en  observant  que  la  courbe  est  tout  entière  dans  la  région  des 
abscisses  négatives.  On  mettra  la  formule  des  valeurs  de  y 
sous  la  forme 


y=m 


Bx  + D 


aA 


V/P  ^ ^ (î)  : 

le  diamètre  FH  étant  assujéti  à passer  par  les  points  F et  R 
dont  les  coordonnées  sont  o et  — j,  —a  et  o,  a pour 
équation 

i’  / , *»  * I 

y — — 3*  — ï- 
ainsi  la  formule  générale  devient 

y a - 1 * - 1 ± V/[5WèÇ  (x+4)  (x+  8) ] ; 
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mettant  sous  le  radical  la  valeur  de  x , qui  répond  au  centra 
C de  la  courbe , et  faisant  à cet  effet , 

x — AC  — AB  -J = — 4“2r=:— G, 

la  partie  radicale  de  l’ordonnée , sera  la  valeur  de  Cl  ou  de 
Cï,  qui  est  a , et  on  aura 


v/5^x-4=3,  M 

Ainsi  la  formule  qui  donne  y devient 


B* — 4AC 

4Àa  ~ l* 


y~—  }/—  (x*+  ia*+3a)v 

d’où  l’on  déduit  l’équation  ■ 

+ a5x*-f-  4^y+  228x  -f-  548=  O , 

dont  on  constatera  l’exactitude  par  la  discussion* 

a0.  Soit  C un  point  considéré  comme  le  résultat  de  la  dis- 
cussion d’une  ellipse  réduite  à ce  point  ; et  soient  (fig.  60  ) 

AF  = a , Alt  = — a , AC  = 5; 

on  sait  qu’on  a aussi , dans  le  cas  actuel , x'  = x"  = 5 * 
l’équation  du  diamètre  FH  sera 


y =s  jp  + a; 

donc  la  formule  des  valeurs  de  y,  deviendra , après  les  substi- 
tutions , 


y = x + a ± 


( x — 5)'v 


or  pour  x = 5 , qui  répond  à C,  la  corde  de  la  courbe , pa- 
rallèle à l’axe  des  y , est  nulle  , et  il  en  est  de  même  de  sa 
moitié  qui  est  la  valeur  du  radical  : on  a donc 


. /B* — 4AC  Ba—  4 AC  o 

V 4A»  X o — o,  doù 
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B*~-AAC 

ce  rapport  — /7p~'  étant  indéterminé , on  peut  le  supposer 

4A 

= — 1,  en  observant  que,  dans  l’ellipse,  Ba — 4AC  est  né- 
gatif; on  aura  donc 

y = x + a + (x  — 5)^/ — i ; 

d’où  l’on  déduit  l’équation 

y%  — axy  -f-  ax*  — /fy  — 6x  -f-  39  = o. 

H est  facile  de  rendre  raison  de  l'indétermination  du  rapport 

— ,év~  — — M : en  effet , de  l’équation 
4A  , ■ 

y = x + a i V — M ( x — 5)* , 
on  tire  celle-ci 

(y  — r — a )*  + M ( x — 5 )’  = 0 , 
qui  ne  peut  être  satisfaite  qu’en  posant  séparément 
y — x — 3 = 0,  M (x  — • 5)*  = o; 
ou  plus  simplement 

y — x — a = e,  x — 5 30; 

* * 

puisque  M n’est  pa3  nul  ; de  plus , comme  l’on  a 

ix-sy  • 

nécessairement  M = |. 

3°.  Soit  une  hyperbole  ( fig.  6 1 ) pour  laquelle  on  ait 

AF  = — 1 , AR  = 3 , AB  =fc  3/  = 5 , 

AB'  =3  x"  = — 1 , Ch  C'y  — 3 : 

nous  observerons  que  la  courbe  n’ayant  aucun  point  entre 
les  limites  Bu,  BV,  les  valeurs  du  radical,  correspondantes 
à x = AC  qui  est  l’abcisse  du  centre , sont  imaginaires  , et 

qu  ainsi  C 'b  et  Cb‘  ne  sont  ici  qye  les  coeüiciens  de  ^/—  1 
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.dans  les  valeurs  de  ces  ordonnées  imaginaires  et  égales  , 
comptées  du  centre  C'.  La  formule  qui  donne  y,  devient 

y — îx— 1 =*=  v/[-~^C  ( j — 5)  (g+  »]; 

mettant  sous  le  radical  pour  x l’abscisse 
AB'  + AB 


AC  = 


• AB'  = a , 


et  égalant  le  radical  à 3 \/—  1 , on  aura 
2 — 4AC 

VL 

d’où 


v/P^x-O^-- 


— * » et  jy  = 3X  — î ± y/x’—4x  — 5; 

d’où  résulte  l’équation 

. -y* — 6xy — 8x*-f-  i8y  + 3ox  + 54=o. 

4°.  Soient , pour  une  hyperbole  ( fîg.  6a  ) , 

AC'  = — a:,  AB  — AB'  — a,  C'r  = CY  = 3, 

C'  étant  le  centre  de  la  courbe  : comme  le  diamètre  FH  ne 
rencontre  pas  la  courbe , les  abscisses  des  intersections  de  la 
courbe  avec  ce  diamètre , sont  imaginaires  , et  AB  = AB'  = a , 
ne  représente  que  le  coefficient  de  V — 1 dans  les  valeurs 
de  x'  et  x"  qui  sont 

x'  = AB  \/^Y , x?  AB'  y'—T. 

On  a donc  d’abord 

y = — x—  a ± (J  — x> ) (x  — x")]  » 

puis,  à cause  de  x'  = a y — i , x*  = — a {/ — î , . , 


, /B2 — 4AC 

’ — * 2 *V  4 A1 


4A2 


(xJ  +4)* 
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Faisant  maintenant  sous  le  radical  x = o , attendu  que  l’abs- 
cisse relative  au  centre  C',  est  nulle , on  aura 


v/ 


Ba — 4 AC 
4A* 


x 4 = 


3, 


d’où 


B1— 4AC  _ 9 

4A‘  ~X* 


ainsi  l’équation  sera 

4y‘  + 8 xy  — 5X3  -f>  t6y  -f*  i6x  — ao  = o. 

t 

5°.  Soit  une  hyperbole  (fig.  63)  rapportée  aux  asymptotes 
SS',  ss'  dont  la  dernière  soit  parallèle  à l’axe  AY,  ce  qui  a 
lieu  parce  que  l’équation  manque  du  terme  en  y%  (45)  : on  a 

As'  = AS  = 3,  AR=AR'  = a,  Àr=6,  A/=f. 

L’asymptote  CS,  assujétie  à passer  par  les  points  x'  = 3 , 
y'  — o , x"=  o , y"  = 6 , aura  pour  équation 

y — — ax  -f-  6 , ou  y -{•  zx  — 6 = o, 

et  l’équation  de  l’asymptote  Cs  sera 

x — — 3 , ou  x-f-3  = o: 

le  produit  de  ces  deux  équations , savoir 

xy  -f-  ax1  + 3y  — 18  = o ; 

représentera  le  système  des  asymptotes , et  ce  produit  ne  dif- 
fère de  l’équation  de  la  courbe,  que  parle  terme  tout  connu  (*)  ; 


(*)  En  effet,  lorsque  le  tenue  en  y manque  dans  l’équation  generale  , le* 
asymptotes  sont  (45) , 

D Ci  BE  — CD 

x “ B ’ F™  B B»  '• 
dont  le  produit  est 

Bir  4- Ci»  H- Dy  + Ex  + =,  o. . . .(i)  , 

et  l’hyperbole  a pour  équation  . , , 

Bxy  -f-  Ci*  -t-  Dy  4-  Ex  4-  F — o. . . . . (a)j 
.les  premiers  membres  ne  différant  que  par  le  - terme  tout  connu , si  od' 


Digitized  by  Google 


c 


1 10  INVERSE 

tenons  maintenant  compte  des  données  que  fournit  la  situa- 
tion de  la  courbe , À l’effet  de  corriger  le  terme  tout  connu  : 
pour  x = o , on  a 

y =s  A/  = * , d’où  3y  — 8 = o ; 


pour  y = o , on  a 

x = AR  s=  AR'  = rt:  a > 

d’où 

x*  = 4 et  ar’  - 8x0: 

de  ces  deux  hypothèses  on  conclut  que  le  terme  indépendant 
des  variables , dans  l’équation  de  l’hyperbole , doit  être  — 8 , 
et  qu’ainsi  cette  équation  est 


xy  -f-  ax“  -f-  3 jy  — 8 = o : 

on  en  tire 


— 30^+  8 

y~  x+3 


— ax  -f"  6 — 


résultat  qui,  pour  x = oo  , se  réduit  à 


y — — ax  -f-  6, 

qui  est  en  effet  l’une  des  asymptotes  : pour  x = — 3 , on  a 
y = oo  ; ainsi  x -f-  3—o  représente  l’autre  asymptote. 

6°.  Prenons  une  hyperbole  (fig.  64)  dont  l’une  des  asymp- 
totes CS  soit  parallèle  à l’axe  AX , et  alors  l’équation  manqne 
du  terme  en  x*  (47)  : soient 

AR  = AR'  = Ar  x A / = 3: 

l’asymptote  CS  aura  pour  équation 

y — h «foà  y-jï S o; 


donnait,  par  exemple,  l’ordWne'e  de  la  courbe  pour  a = o,  on  attrait 
•Ion 

Dr  -f-  F = o , 

et  on  remplacerait  dans  le  produit  (t)  le  terme  par  F. 
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et  Féquation  de  l’asymptote  C s,  sera 

y = — x — | , d’où  x + y + | = o : 

multipliant  ces  équations  entr’ elles,  on  obtient 

3 xy  + 3ya  — si  — j = o; 

mais  à cause  de  A/ = 3,  l’hypothèse  _y=o  donnera 

x = 3 , d’où  — ax  4-  6 :=  o : 

l’équation  cherchée  sera  donc 

3xy  4-  3 y%  — ax  4"  6 = 0. 

7°.  Soit  une  parabole  (fig.  65),  pour  laquelle  on  ait  ces 
données  : 

AP  = 3 , PN'  = 3 + a v/a , PN  = 3 — a j/a  , 
d’où 

Pp  = 3,  pN'=pN  = 2 v/a,  AB  = x*  = a , Ba=a, 

Ba  étant  la  limite  de  la  courbe  parallèle  à l’axe  des  y ; de 
ce  que  le  diamètre  passe  par  les  points  p et  a,  pour  les- 
quels on  a 

AP  = Pp,  AB  = Bcf 
il  s’ensuit  que  son  équation  sera 

y — * ; 

ensorte  que  la  formule  des  racines  y (36)  devient 
. /a  (BD  — aAE  ) , “ 

y = x-v-4Â> — 2(*“a)i 

mais  pour  x = AP  = 3,  on  a 
, /a  (BD  — aAE) 

V 4P x 1 = pN  = a v/a  ; 

donc 

a ( BD  — aAE  ) „ 

4Âi  "8- 
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Ainsi  l’équation  cherchée  sera  • ' 

y = x ±:  y'S  (x — a), 

d’où 

y*  — axy  -f-  x*  — 8x  -J-  16  = o. 

On  peut  supposer  ces  données  ABr=  a , Ba—x'=  a,  AT  =4» 
pour  y = o : si  l’on  sait  de  plus  que  l’équation  du  diamètre , 
est  y~x,  la  formule  _y  sera 

mais  pour  x — 4 1 l’ordonnée  y — o , donc 

o = 4 ± v/a(--4^—  (4  — a), 

d’où  l’on  tire 

a (BD — aAE) 

4Aa  T8’ 

ce  qui  ramène  à l’équation  précédente. 

Le  principe  sur  lequel  reposent  ces  solutions,  sera  présenté 
dans  l’un  des  chapitres  suivans , lorsqu’il  sera  question  du 
nombre  des  points  nécessaires  pour  fixer  la  position  d’une 
ligne  du  second  degré. 
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CHAPITRE  VIL 

Réduction  de  l’ équation  générale  à l’une  ou  à l’autre 
de  ces  deux  formes 

My*  H- N«r* -f-  P = o,  M^*-+-N.r*-f-Q.r  =o. 


53.  Nous  généraliserons  la  définition  du  centre,  donnée 
(3i)  : le  centre  de  l’ellipse  ou  de  l’hyperbole,  les  deux  seules 
lignes  du  second  degré  qui  en  admettent,  est  le  point  dans 
lequel  toutes  les  cordes  sont  divisées  également  : il  faut  entendre 
par  corde,  dans  l’hyperbole,  la  droite  qui  aboutit  aux  deux 
branches,  en  passant  parle  centre,  droite  qui,  comme  on  le 
verra , ne  rencontre  l’hyperbole  qu’en  deux  points.  Il  résulte 
de  cette  définition  du  centre , que  toute  équation  du  second 
degré  entre  deux  variables , où  ne  se  trouvent  pas  les  termes 
de  première  puissance  en  y et  x , on  qui  est  de  la  forme 

A y1  + Bxy  + Cx“  + F = o , 

suppose  l’origine  de  la  courbe  au  centre  ; car  à x = o ré- 
pondent deux  valeurs  de  y , égales  et  de  signes  contraires  , 
et  à y — o répondent  deux  pareilles  valeurs  de  x. 

Les  deux  réduites  de  l’énoncé  sont  remarquables  ; car 

t-±\/- 


-^j,  et  pour 


la  première  , pour  x = o,  donne 

/ ? 

y — o,  elle  donne  x~±.  y — — ; ainsi  d’abord  les  deux 

axes  sont  divisés  également  à l’origine  : de  plus  , à deux  valeur#  - 
de  x , égales  et  de  différens  signes , répondent  quatre  ordonnées 
égales  dont  deux  sont  positives  et  deux  négatives  ; et  la  même 
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conclusion  a lieu  à l’égard  des  quatre  ordonnées  x qui  ré- 
pondent à deux  abscisses  y égales  et  de  différens  signer; 
Ensorte  que  la  courbe  est  divisée  par  chaque  axe , en  deux 
parties  symétriques  , c’est-à-dire  , superposables.  Ces  axes  se 
nomment  axer  principaux , et  les  points  dans  lesquels  ils  rencon- 
trent la  courbe  , sont  dits  Sommets.  De  la  seconde  transformée 
ton  déduit  y -±±o  pour  x = o , et  pour  toute  valeur  de  x , 
on  obtient  deux  ordonnées  égales  et  de  différens  signes  : l’axe 
des  y n’a  donc  qu’un  point  commun  avec  la  courbe , lequel 
est  l’origine  des  coordonnées  ; il  touche  la  courbe  en  ce  point 
qu’on  nomme  sommet  ; et  l’axe  des  x , qu’on  nomme  axe 
principal , la  divise  en  deux  parties  symétriques. 

54.  Nous  démontrerons  d’abord  la  possibilité  de  ces  réduc- 
tions qui  n’altèrent  en  rien  la  généralité  de  l’équation,  et  noua 
les  effectuerons  ensuite. 

Reprenons  l’équation 

A_y*+  Bx_y  -f-  Cx*  -f-  Dy  -f-  Ex  -f-  F 3 o. 

Si  l’on  coupe  cette  courbe  par  une  droite  RL  ( fig.  66), 
ayant  pour  équation 

y = ax  -f-  b , d’où  x = a! y -f-  b' (1)  , . 

on  aura  pour  déterminer  les  ordonnées  y des  intersection» 
i , ï,  l’équation 

(A  + Ca'a-f-  Ba')  /+  [(  aCa'  '+  B ) b’  -f-  Ea'  + D]  y 
-f-C^+Ei'-f  F=o: 

la  demi-somme  des  ordonnées  de  ces  deux  points,  est  l’or- 
donnée du  milieu  m de  la  corde  ii'  : la  valeur  de  l’ordonnée 
de  ce  point,  sera  donc 

Y-  (2C«'4-B)y  + Ea'+P  ... 
a (Ca'a  -1-  A -f-  Ba'  ) 

l’abscisse  du  même  point  est 

X = a'Y  + b' (3);  ; 
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'éliminant  entre  ces  deux  équations,  b'  qui  particularise  la 
position  de  chaque  corde , on  trouvera  l’équation  du  lieu 
général  de  tous  les  milieux  des  cordes  parallèles  à iï,  ou  de 
la  droite  qui  divise  également  toutes  ces  cordes  , puisque  par 
cette  élimination  de  b',  on  considère  le  système  des  cordes 
qui  diffèrent  par  b’,  sans  différer  par  a'  : le  résultat  est 

(aCa' 4-B)  X + (aA  + Bc')  Y + Ea' + D = o. . .(4). 

Il  est  visible  que  si  par  un  changement  de  coordonnées , oh 
rapporte  la  courbe  à deux  axes  dont  1 ’jin , celui  des  y , soit 
parallèle  aux  cordes  n',  ff,  etc. , parallèles  entre  elles , et 
l’autre , celui  des  x , soit  la  droite  de  l’équation  précédente  , 
l’équation  générale  de  la  courbe  prendra  nécessairement  la 
forme 

my*  -f*  n®*  + Px  + <7  = o, 

puisque  cette  équation  doit  donner  , pour  chaque  abscisse  x , 
deux  valeurs  de  y , égales  et  de  signes  contraires.  Si  main- 
tenant on  pose  (chap.'III) 

x — a.  - f-  x' , 

ce  qui  revient  à transporter  l’axe  des  y parallèlement  à lui- 
même  , on  aura  la  transformée 

mya-(-  m's  -f-  ( an*.  + p ) x'+  iict^-f-  p&  -J-  <7  = o ; 

et  en  prenant  et  = — ~ , ce  qui  est  possible , si  le  coefficient 
n n’est  pas  nul , on  aura  l’équation  simplifiée 

My  +Nx*+P=o...(5), 

en  changeant  x'  en  x.  Lorsque  n sera  zéro,  on  pourra  dis- 
poser yde  a.  de  manière  à rendre  nul  le  terme  n«“  -f-  P«+<7  > 

ensorte  que  la  réduite  sera 

My*  + Qx  = °....(6).  . 

L’équation  (5)  comprend  l’ellipse  et  l’hyperbole  qui  admettent 

8.. 
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un  centre  , et  l’équation  (S)  est  relative  à la  parabole  quï 
n’en  a pas  (36)*  , 

t On  trouve  ( chap.  Il,  probl.  XII  ) 

Ba'1  4~  3 ( A — C)  a' — D ' 

V/i  4- a'1  V/[  (aC  a'  -f  B )a  + ( a A + B a')1 

pour  le  cosinus  de  l’angle  entre  les  droites  des  équations  (î) 
et  (4) , lequel  angle  est  celui  des  nouveaux  axes.  Pour  que 
cet  angle  soit  droit,  il  faut  qu’on  ait 

Be'1  + a (A  — C)  a'—  B = o. . . .(/)', 

J 

équation  de  laquelle  on  fire  deux  valeurs  réelles  de  a'  qui 
fixent  la  position  des  axes  rectangulaires. 

Il  importe  d’indiquer  au  moins  l’application  de  ce  qui 
précède  à la  recherche  des  transformées  à trois  termes. 

A cet  effet , étant  donnée  une  équation  numérique  du 
second  degré  entre  deux  variables , on  portera  dans  (7)  pour 
A , B et  C leurs  valeurs  numériques , oh  tirera  de  cette  équa- 
tion les  deux 'valeurs  de  a',  auxquelles  répondent  deux  valeurs 

de  a = ^ , lesquelles  reportées  pour  a dans 
y = ax  -f-  b, 

donnent  les  équations  de  deux  droites  parallèles  aux  axes 
principaux  de  la  courbe  : d’ailleurs  comme  on  sait  déduire  de  la 
proposée  , les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe  , on  peut 
assujétir  les  deux  droites  de  l’équation  précédente  à passer 
par  le  centre,  et  alors  elles  deviennent  les  axes  principaux 
de  la  courbe  ; mais  de  a = tang  a , on  conclut  (Trigon.  ) 
les  valeurs  de  sin  a et  cos  a.  d’après  ces  formules 

. • tanga  1 

S1IU  = — , ens  « — ■ * 

V/ 1 + tang"  a.  y 1 -f-  tang1  « 

reportant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  a et  b dans  les  for- 
mules (chap.  III,  probl.  IY  ),  savoir, 

x =a+  x’  cos  * —y'  sin* , y=b- f-  x’  sina-f-  y'  cos  * , 
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et-  remplaçant  dans  la  proposée  x et  y par  ces  trinômes , le* 
termes  en  xy  , y et  x disparaissent , et  le  résultat  est  de  la 
forme 

M y.  + Nx*  +.  P = o. 


Exemple  I".  La  proposée  étant 

y * + xy  + X“  *+-  y -f*  x 
l’équation  (7)  donne 
c'=±i  , d’où  a ou  taBg*=±i  , 


1=0, 


1 i 

sm  « — cos  « = ; 

V » 


d’ailleurs  on  trouve  pour  les  coordonnées  du  centre , 

y — _ £ , -r  = — i i 

done 

, x'  -f  / , 1 *'  — y 

y=-ï+-vr>  x = -*+-yir' 

portant  ces  valeurs  de  x et  y dans  la  proposée  , on  parvient 
à la  réduite 

/a  -f  Zx'%  -rr  î s=  o. 


Exemple  II.  Nous  exposerons  , sur  un  exemple , la  marche 
à suivre  quant  à la  parabole.  , 

Soit  la  parabole 


y1  + S \Xy  + X?  + y — X -r~  % SrSjj?» 

l’équation  (7)  donne  toujours 

a'  = ± 1 , d’où  a = ± 1 : 

portant  dans  l'équation  (4)  la  valeur  a'  =;  1 , on  obtient 

4X  + 4Y  = o,  d’où  Y = — X; 

la  substitution  de  cette  valeur  de  Y pour  y dans  la  propo- 
sée , donne 

x = — £ , d’où  Y s=  A ==  y, 
coordonnées  du  sommet  de  la  courbe.  Pour  en  venir  à la 
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réduite  de  la  forme  (6),  on  fera  dans  la  proposée,  les 

substitutions  < 


y 

qui  donneront 


_ i.  . x _ __  A 4 

+ V/2  * * + V/a  4 


x'*  -) — àÇ.  a. 

l/a 


55.  Nous  allons  maintenant  montrer  comment  on  parvient 
effectivement  aux  réduites  de  l’énoncé.  Les  formules  ( chap.  III , 
probl.  IY  ) par  lesquelles  on  déplace  l’origine  en  même  temps 
qu’on  passe  d’un  système  à un  autre  système  d’axes  rectan- 
gulaires , renferment  trois  quantités  a , b , <t , dont  on  peut 
disposer  de  manière  à faire  disparaître  trois  termes , ce  qui 
fournit  autant  d’équations  d’après  lesquelles  on  évalue  les  trois 
quantités  ci-dessus  regardées  comme  arbitraires , et  qui  fixent  la 
position  de  la  nouvelle  origine  et  des  nouveaux  axes  (26)., 
Reprenons  l’équation  générale 

A y*  4 B xy  4 Cr*  4 Dy  4 Gu  -f-  F = ° (8)  : 

*i  on  voulait  en  même  temps  déplacer  l’origine  et  changer  la 
direction  des  axes , en  les  maintenant  rectangulaires , il  faudrait 
employer  ces  substitutions 


x = a 4*'  oos«i  — y' sin  » , y = b -4-a/  sin*  4 y'  cos  « ; 

cependant  on  pourra  d’abord  ne  faire  que  celles  qui  déplacent 
l’origine  , savoir , 

x = a 4 x' , + 

> * *r 

puis  passer  à celles-ci , ■ 

x — x“  cos  « — y"  sin  * , y — x"  sin  « 4 y"  cos  *. . . • (10). 
Si  ls on  pose , pour  abréger , 

(u). . . .2Ai-!-Ba+D  = D',  2Cc+Bi+E=E'. . . .(12) , 
Aà*4  Bab  -f-  Ga* -f-  Di  4 4 F ==F,« . . -(*3)  ? 


> 
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on  trouvera  pour  première  transformée 

À/’+Bj/y-f  Cx'“4-  Dy+ ev+  r = o. . . .(.4), 

dans  laquelle  les  trois  premiers  coefficiens  A , B , C sont  les 
mêmes  que  dans  la  proposée.  Remplaçons  maintenant  y' 
et  xJ  par  leurs  valeurs  (10),  et  nous  obtiendrons  la  seconde 
transformée 

(A  cos’st  — B sin  a.  cos  * + c sina*  ) y”% 

+ [>A  sin  « cos  *-(- B (cos — sinV)  — aC  sin  » cos  y"x" 

4~  ( A sin"*  4-  B sin  a cos  a 4"  C cos’«  ) x** 

4-(D'cqs  *— E'sin  «)/4-(D'sin «4-E'cos  «)x"4-F'=  o...(i5), 

dans  laquelle  le  terme  F'  qui  répète  la  proposée  en  changeant 
y en  b et  x en  a , est  le  même  que  dans  la  précédente. 

‘ Puisque  le  terme  du  rectangle , ainsi  que  ceux  des  premières 
puissances  des  variables , ne  doivent  pas  faire  partie  de  la 
réduite  , on  posera  ces  trois  équations  de  condition 

aAsin  « cos  «4~  B (cos“« — sin’«) — aC  sin  a.  cos  « = o. . .(16)  , 

D'cos»  — E'  sin«=o (17) , 

, D'  sin  « 4-  E'  cos  « = o (18). 

Considérons  la  première  : on  sait  que  sin  2*=  2 sin  et  cos  « , 
cos  2a  = cosa<ï  — sin*  a.  : donc  (16)  devient 

(A  — C)  sin  2*4*  B cos  2*  = o , 

B 

d’où  tang  a*=—  -j— ...(19)» 

tangente  qui  sera  toujours  réelle;  ensorte  que  l’évanouissement 
du  rectangle  sera  toujours  possible.  On  peut  trouver  la  tan- 
gente de  l’angle  simple  a.  : à cet  effet , on  divisera  l’équation 
(16)  par  cos“« , ce  qui  donnera,  après  la  division  par  B , 

, 2 (A  — C ) , „ 

tang2* B tang  a — 1 = o. . . .(19O. „ 

De  ces  deux  tangentes  , l’une  fixera  la  position  de  l’axe  des  x". 


& 
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et  l’autre  celle  de  l’axe  des  y",  axes  qui  sont  à angles  droits 
parce  que  le  produit  des  deux  tangentes  est  — 1 : ôn  obser- 
vera que  l'équation  (19')  répète  l’équation  (7). 

Cherchons  maintenant  à traduire  en  A,  B , C , etc. , le- 
çoefliciens  de  y“%  et  x"1  de  la  transformée  (i5)  qui  se  réduit  A 

(A  cos*a — B sin  * cos  « + c sin1*)  y“* 

-f-  ( A sinaet  -f-  B sin  « cos  et  -f-  C cos“et)  :c"a-f-  F'  = o . . . . (20). 


A cet  effet , posant 

M = A cosaet  — B sin  et  cos  et  -f-  C sinaet , 

N = A sin1  et  -f-  B sin  et  cos  et  -f-  Ccosaet , 

« 

ajoutant  ces  deux  équations  et  retranchant  la  seconde  de  la 
première  , on  trouve 

(2i)...M+N=A+C,  m— N=  j/[ Aa-f Ba+  C1— 2 AC] . . . (22) , 
en  observant  (Trig.  ) que  4 

cos1  et  — sin*  et  = cos  a et 
1 A — C 


\/i+  tang1 2*  V/AH-B1-!- Ca— aAC  ’[ 

a sin  et  cos  et  — sin  aet 

tang  a<«  B 

~ j/i-f-  tang’aet  y'  Àa-f-  Ba-f-  C1— a AC 1 

■ 1 

1 — cos  a*  _ 1 -4-  cos  a a. 

sin  e 2= , cos  et  == s 

2 2.  J 


.(a3) , . 


des  formules  (21)  et  (aa) , on  conclut 


H = i[A+C+|/fî+(A-C3 
= iC  A + C + V/B1  — 4AC4-(A-fC)“3 
Tî  = Î [ A + C - l/B^CA-Cyi 
= j[A  + C — ^ B1  — 4AC  + (A  + C)1] 


On  connaît  donc  M et  N , et  il  reste  à évaluer  a et  b pour  en 
faire  la  substitution  dans  F'  : en  multipliant  l’équation  (17)  par 
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cos«,  et  l’équation  (18)  par  sin  « , puis  ajoutant  les  produits  , oa 
trouve  D'  = o , d’où  l’on  conclut  en  même  temps , 

1 

E'  sin  « = o,  E'  cos  • = o , 
et  conséquemment  E'  = o : on  a donc  ces  deux  équations , 

D' s 2A  b -j-  Bu  -J—  D ^ o , E/  p.  C a —J-  B b ■!*  E - — o j 

d’où  l’on  tire 

uAE— BD  , aCD — BE 

° ~ Ba — 4 AC  • b ~ B*— 4AC  » 

coordonnées  connues  du  centre  : désignant  par  P ce  que  devient 
F1  après  ces  substitutions , on  a la  transformée 

M/a+  Ni*’  -f  P = o (a5). 

Ainsi  pour  placer  les  nouveaux  axes , on  mènera  par  la 
nouvelle  origine  on  par  1<*  centre  , une  parallèle  à l’axe  pri- 
mitif des  abscisses  , par  le  même  point  une  droite  faisant  avec 
cette  parallèle  , un  angle  « , moitié  de  celui  déterminé  par 
(13),  droite  qui  sera  l’axe  des  x",  et  par  l’origine,  un  axe 
perpendiculaire  à celui-ci , qui  sera  l’axe  des  y". 

56.  On  remarquera  donc  qu’on  peut  d’abord,  dans  la  pre-  v 
mière  transformée  (14)  > poser  D'  = o,  E'  =s  o , ce  qui  la 
réduit  à > 

A y? -J-  B xy  + C*1  -J-  F'  ==  o , 

équation  qui  suppose  l’origine  au  centre  (53) , puis  dans  celte 
dernière,  effectuer  les  substitutions  des  formules  (to).  C’est 
la  marche  que  nous  suivrons  dans  les  applications. 

D’après  (22) , la  seconde  des  formules  (a3)  donne 

”“  = -ira (aG>; 

* .»■•••>  4 # ■ ; 

d’ailleurs  , si  l’on  multiplie  l’une  par  l’autre  les  formules  (a4), 
ou  aura 

MN  = - i(B,^4AC (S7); 


« 


1 

1 

» 
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. • 

mais  od  a trouvé 

M + N = A + G) 

donc  les  deux  quantités  M et  N sont  les  racines  de  l’équation 
du  second  degré 

a5—  (A  + C)a  — i(Ba  — 4AC)  = o (28). 

De  là  nous  tirerons  bientôt  un  procédé  rapide  pour  passer 
de  l’équation  générale  a la  réduite 

IVIy*  -f-  Nx*  — P. 

S7.  Pour  la  réduction  au  sommet,  on  posera  dans  (i5)  , 

fiA  sin  « cos  « -f-  B ( cos*  « — sin1*  ) — aC  sin  « cos  * = o , 

D' cos  « — E'  sin  « = o (ag)  > ) 

F'  rsr  Ai*  -f*  Bab  Cet*  Db  4*  En  ^ F sa  o (3o)  ; 

la  première  de  ces  conditions,  qui  répète  (16),  conduit  à la 
détermination  (tg)  : l’équation  (3o)  qui  n’est  que  la  proposée 
en  changeant  y en  b et  x en  a , indique  que  la  nouvelle  ori- 
gine est  sur  la  courbe  , puisque  ses  coordonnées  satisfont  à 
l’équation  générale  : pour  en  déterminer  la  position , on  mettra 
t l’équation  (29)  sous  la  forme  , ,r 

D'  sin  2*  — E'  (1  — cos  2*)  = o, 

laquelle , après  avoir  remplacé  sia  a*  et  cos  2*  par  leurs  valeurs 
(23) , devient 

BD'— E'[A— C — t/B»  — 4AC-f-(A-hC)‘] <3i), 

que  l’on  combinera  avec  (3o).  Pour  la  parabole,  l’équation 
(3i)  se  réduit  à 

BD'  + aCE'  = o : 

on  observera  que  cette  courbe  est  la  seule  pour  laquelle  0» 
soit  obligé  de  calculer  la  transformée 

M /*  + Nx"*  + Qx"  = o ,(32); 
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mais  en  vertu  de  la  seconde  équation  (24)  et  de  B" — £AC  — o, 
on  a N = o , donc  la  réduite  de  la  parabole  est 


M/»  + Qx"  ==  o (33). 

Quant  aux  deux  autres  courbes  , il  sera  plus  expéditif  de 
rechercher  les  équations  au  centre  et  aux  axes  principaux  , 
parce  qu’il  est  facile  de  passer  de  celles-là  aux  équations  au 
sommet,  comme  nous  le  verrons  plus  bas. 

58.  Cherchons  maintenant  à remplacer  M,  N et  P dans  l’équa- 
tion (25),  par  les  portions  des  deux  axes  comprises  dans  la  courbe. 
De  la  relation  (27)  et  du  caractère  de  l’ellipse  Bs  — 0 > 

on  conclut  que  , pour  cette  courbe , les  coeffiçiens  M et  N sont 
de  même  signe  : donc  P doit  être  négatif , et  conséquemment 
l’équation  (n5)  devient , en  supprimant  les  accens  , 

Mya  -f-  Nx*  = P (34). 

- * ‘ p 

Désignons  par  A'  l'abscisse  pour  y = o , on  aura  N = ; 

p 

soit  B'  l’ordonnée  y pour  x = o , on  aura  M = : après 

la  substitution  de  ces  valeurs  de  M et  N dans  (34)  > et  la 
multiplication  par  A'1  B'*,  on  est  conduit  à 

A'ay*  + B'*x*  = A'*B'a (35).' 


■ Les  axes  2A',  2B'  sont  particulièrement  dits  : axes  principaux 
de  la  courbe  , et  on  réserve  la  dénomination  de  sommets  aux 
intersections  de  l’ellipse  par  le  plus  grand  des  deux  axes  2 A* 
et  2B'. 

Pour  A'=  B',  l’équation  de  l’ellipse  devient  celle  d’un  cercle, 
dont  le  rayon  est  A'. 

Pour  l’hyperbole , si  l’on  désigne  encore  par  A'  l’abscisse 
x pour  y = o , et  par  B'  l’ordonnée  y pour  x = o , et  qu’on 
fasse  ces  substitutions  dans  (25) , on  aura 
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et  conséquemment, 


MN  = 


A'“B'! 


mais  d’après  la  relation  (27) , le  produit  MN  devant  être 
négatif  pour  l’hyperbole,  il  faut  nécessairement  que  l’une  des 
quantités  A'  ou  B'  soit  imaginaire , c’est-à-dire , de  la  forme 
A'  y — 1 ou  B'  1/ — 1 , en  observant  que  P ne  peut  être  ima- 
ginaire •,  on  aura  donc  dans  le  second  cas , 


N — — 


m = p- 


A'*  > 

et  l’équation  (a5)  deviendra 

A'4y  — B'3x*  = — A'*B'*. . . .(36). 
Dans  le  premier  cas , on  aura 


a-  p 

N ~ A'3  ’ 


M = -r3* 


et  par  ces  substitutions  dans  (a5)  , on  trouve  cette  réduite  , 


— A3_y3  + B3x*  -f-  A,3B'3  = 0, 

d’où 

B'?x‘  — A'y'=  — A'3B'3 .(37). 

j 

Les  quantités  2A'  et  2B'  sont  encore  nommées  axes  princi- 
paux, de  l’hyperbole , en  observant  cependant  que , pour  l’équa- 
tion (36),  on  entend  par  le  demi-axe  compté  sur  l’axe  des  y, 
le  coellicient  B'  dans  B'\/ — 1 , et  que , pour  l’équation  (37)  , 
on  entend  par  le  demi-axe  compté  sur  l’axe  des  x , le  coeffi- 
cient A'  dans  A'  t/ — 1 . Les  intersections  de  l’hyperbole  par 
l’axe  réel , sont  les  sommets  de  la  courbe. 

Nous  observerons , quant  à l’hyperbole  , que  , sous  les  hypo- 
thèses B = o,  A — — C , faites  dans  la  réduite  (20) , les  coef- 
fteiens  M et  N de  y"1  et  x"3  deviennent  égaux  ; ensorte  que 
A'3  = B'3,  et  la  transformée  (36)  se  réduit  à 

y — x3  = — A'\ 
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équation  de  P hyperbole  équilatère  (40)  au  centre  et  aux  axe» 
principaux. 

Si  dans  l’ellipse  et  l’hyperbole , on  veut  porter  l’origine  de* 
coordonnées  au  sommet  A ( fig.  67  ) , il  faudra , pour  la  pre- 
mière courbe , poser  l’abscisse  CP  ou  x t=  CA  — AP  = A' — x', 
et  pour  la  seconde,  poser  Cp  ou  x = C A + Ap  = A'-f-  x',  subs- 
titutions qui  changeront  les  équations  (35)  et  (36)  dans  celles-ci 

A'»/*  + B'*x'*  — aA'B'V  =•  o (38),' 

A'2/2  — B'V»  — aA'B'V  = o (3g). 

Pour  transporter  l’origine  en  A',  on  fera  pour  l’ellipse  et  l’hy- 
perbole, x = x' — A',  et  les  équations  (35)  et  (36)  deviendront 

A'2/»  + B'-'x'»  — nA'B'-x'  = o. ... . (38') , 

A'*y“  — B'2x'2  -f-  sA'B'5x'  = o. . . . .(3g'). 

En  rapprochant  les  équations  (35)  et  (36)  de  l’ellipse  et  de 
l’hyperbole,  rapportées  au  centre,  etleséquations(38')  et  (3g')  de 
ces  mêmes  courbes  rapportées  au  sommet , on  voit  que  l’équa- 
tion de  l’hyperbole  n’est  épie  celle  de  l’ellipse , en  changeant  dan» 
celle-ci  B'  en  B'  V — 1 : dans  les  équations  (38)  et  (3g) , les  abs- 
cisses x'  sont  prises  dans  des  sens  contraires. 

5g.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  , dans  la  réduction  au 
centre  et  aux  axes  principaux , les  expressions  de  M et  N , trou- 
vées (55),  et  qui  reviennent  à celles-ci. 


M — A X 


1 -f-  COS  2* 


B . . _ 1 

- sin  at+C  X - 
2 


cos  2« 


-,  , - , 1 — cos  2*  , B . „ . _ 1 -f-  cos  9.» 

• N = A X h - Sm“2«  + C X — , 

22  3 • 

1 ■ > c 

se  transforment  l’une  dans  l’autre , en  changeant  les  signes  de 
sin  s<*  et  cos  2*  : comme  le  signe  de  tang  2»  n emporte  pas  né- 
cessairement un  système  déterminé  de  signes  de  sin  2*  et  cos  2*, 
il  en  résulte  qu’on  peut  être  conduit  à prendre  M pour  IV , et 
réciproquement , et  qu’ainsi  la  courbe  construite  sur  les  axes 
principaux , peut  prendre  une  position  fausse  par  rapport  aux 


. . . . 
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axes  primitifs.  On  évite  cette  erreur  en  employant  les  formules 
plus  expéditives  (26)  et  (28),  que  nous  allons  d’abord  déduire 
d’une  autre  considération. 

On  sait  (53)  que  l’équation  des  courbes  qui  admettent  un  centre, 
peut  toujours  être  rappelée  à la  forme 

my%  -f-  znxy  -j-  P*1  — P ; 

les  axes  des  x et  y qui  se  coupent  au  centre , étant  parallèles 
aux  axes  primitifs  de  l’équation  générale,  et  que  les  mêmes 
courbes  rapportées  aux  axes  principaux,  sont  représentées  par 

M y*  4-  Nx'*  = P ; 


ensorte  que  si  l’on  fait  dans  celle-ci  les  substitutions 

x'  = y'sin«4-x  cos*»',  y'zzycosu — xsina, 

qui  font  passer  d’un  système  à un  autre  système  d’axes  rec- 
tangulaires , sans  déplacement  de  l’origine , on  doit  retomber 
sur  la  première.  Il  fau(  observer  ici  que,  dans  le  retour  de  la 
seconde  à la  première  équation,  l’angle  * doit  être  compté  dans 
un  sens  contraire  à celui  dans  lequel  il  était  pris , en  passant  de 
la  première  équation  à la  seconde  , et  qu’ainsi  on  doit  changer 
les  signes  des  termes  qui  renferment  sin  « dans  les  formules 
relatives  au  changement  de  direction  des  axes.  Effectuant  ce 
calcul , et  égalant  les  coefficiens  des  carrés  et  des  rectangles  des 
coordonnées  , on  est  conduit  à ces  relations  • 


m — M cosa«  + N sin*  « ) 

p — M sina«  -f-  N cos*  « J- (4°)* 

n = (N  — M ) sin  » cos  • J 

La  différence  des  deux  premières  donnera 

m — p — (M— N)  (cos*«  — sin‘«); 
d’où  l’on  tire 

. m — p 

cos  , 

et  la  troisième,  multipliée  par  a,  donne 


de  l’équation  générale. 

‘ ' 2,1  r/  \ 

=n^m-1--(40. 


137 


conséquemment , 


an 

tang  2*  = — ; 

m — p 


d’ailleurs  en  opérant  par  addition  et  multiplication  sur  les 
deux  premières  équations  (4°) , on  trouve 


' . M -f-  IN  — ni  -f-  p , 

MN  = mp  — n*  ; 

d’où  l’on  conclut  que  ÎVÏ  et  N sont  les  racines  de  l’équation 
du  second  degré 

za  — (m  + p)  z + mp  — n*  = 0 (43)  ; 

mais  des  deux  angles  qui  fixent  les  positions  des  axes  prin- 
cipaux par  rapport  aux  axes  passant  par  le  centre  , parallè- 
lement aux  axes  primitifs  , l’un  est  toujours  moindre  qu’un 
droit  ; d’où  il  suit  que  sin  au.  est  positif,  et  qu'ainsi  la, diffé- 
rence N — M aura  le  signe  de  n , c’est-à-dire  que  si  n est 
positif , on  prendra  pour  N la  plus  grande  racine  de  l’équation 
(4a)  , et  que  si  n est  négatif  , on  prendra  pour  N la  plus  petite 
de  ces  racines.  Ces  formules  (41)  et  (42)  reviennent  aux  for- 
mules (26)  et  (28). 

Lors  donc  qu’on  voudra  rappeler  au  centre  et  aux  axes 
principaux , une  ellipse  ou  une  hyperbole , on  la  rapportera 
d’abord  à son  centre  ou  à la  forme 

my*  -f-  anxy  + px1  = P ; 

et  comme  les  coefficiens  m , an  et  p ne  sont  autres  que  les 
trois  premiers  coefficiens  A , B , C de  la  proposée, , on  n’aura 
à calculer  que  P.  On  résoudra  ensuite  l’équation  (4a)  dont 
les  racines  sont  M et  N,  et,  d’après  le  signe  de  n on  prendra, 
convenablement  les  coefficiens  de  y'*  et  x'a. 


60.  Les  exemples  suivans  jetteront  le  plus 
cette  analyse  des  transformations. 


grand  jour  sur 


% 
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Exemple  I.  L’ellipse  de  l’équation. 

5 y2  + 2 xy  + 5x2 îa \y  — #12X  — O , 

rapportée  au  centre  , est  représentée  par 

5y2  + sxy  4*  5ae*  = ia  : 

on  a donc 

m = 5 , ' n = i , p = 5 , P=ia, 
a 

cos  2u  — o , sia  2*  = , tang  a*  = oo  ; 


et  l’équation  du  second  degré  devient 

z“  — îoz  -}-  24  = o , d’où  2 = 4)  a = 6; 
consequemment  ^ 

N =6,  M = 4: 


l’ellipse  rapportée  au  centre  et  aux  axes  , a donc  pour  équation 
4/2  -f-  6x'*  =ia,  ou  2y'a  + 3x'“  = 6. 

Exemple  II.  Ramener  au  centre  et  aux  axes  l’ellipse  de,, 
l’équation 

y 2 — a xy  + ax2  — ax  = o. 

En  posant  x = a-f-x/ , y = & + y»  et  égalant  a zéro  les 
coefliciens  de  x'  et  y',  on  trouve  a = 1 , è = 1 et  cette 
première  transformée 


donc 


y2  — a x'y  4- 


ax2  = 1. 


m —1  , n — — 1 , p 


COS  2* 


M —N’ 


sin  a*  = 


N— M ’ 


P = V 

tang  2«  = — a 


et  l’équation  du  second  degré  devient 

z1  — 3z  4"  1 = 0 > 


d’où 


3 + 1/5  3— V/5. 

- - , z = 1 — • 
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Ainsi  M ==  ^ Ÿ N = — - , et  la  transformée 

3 3 

devient 

*±V±y-+3— ^x'3  = l, 

3 J 3 

d’où 

( 3 -f-  \/5)  y*  -f-  ( 3 — \Z5  ) x'3  = a. 

Recherchons  cette  transformée  par  l’analyse  (55)  : en  par- 
tant de  la  première  réduite 

y%  — sx'y  -(-  ax'J  — i=o, 

nous  emploierons  les  substitutions 

y — x"  sin  et  y“  cos  a.  , x'  = x"  cos  et  — y"  sin  ce  , 
qui  donneront  la  transformée 

( cos1  a.  -f-  a sin*  a.  -+■  3 sin  et  cos  et  ) y"1 

-f-  ( sin*  «t  -f-  a cos*  et  — a sin  ÿ cOs  et  ) x"*  — i = o ; 

c’est-à-dire  , 

( cos3»  -f-  a sin3  « -f-  sin  2»)  y"% 

-f-  ( sin3  » -J-  a cos3  « — sin  a»  ) x'3  — î = o , 

sous  cette  condition  de  l’évanouissement  du  rectangle 

— ssin  • cos  « — 3 ( cos3  » — sin3  « ) = o , 

qui  revient  à 


sin  a»  -f-  a cos  2»  = o , d’où  tang  a»  = — a ; 
d’ailleurs  , 

î + cos  2» 


sin  « = 


41  n 2» 


1 COS  2* 

2 ’ 
tang  2» 

y/ 1 + tang3  a» 


cos3  « = 


, cos  2» 


V i -f-tang3  2»’ 

9 


-v  ^ 
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si  l’on  prend  sin  2*  positivement , et  cos  2*  négativement , 
on  aura 


d’où 


sin  a d — 


V/5’ 


sin*  a = 


1 -1-  v/5 

3^5  * 


COS  2« 


cos*  * = 


— 1 4-  y/5 

21/5 


Ces  substitutions  des  valeurs  de  sin  2* , cos  2*,  sin1*,  cos*«e, 
faites  dans  la  transformée  à trois  termes  , donnent 


(3  + 1/5)  /’+  (3  — 1/5)  a:"*—  2 = 0, 


qui  répète  la  transformée  ci-dessus. 

Mais  si  l’on  suppose  sin  2«  négatif , et  conséquemment 
cos  2*  positif,  ce  qui  s’accorde  encore  avec  la  tangente  né- 
gative , on  tombera  sur  l’équation 

(3 — 1/5)  y"*  + (3+  1/5)*“*—  2 = o 

qui  diffère  de  la  précédente. 

Exemple  III.  Soit  l’équation 

y * — 2X_y  -+-  2X*  -{-1=0, 

qui,  sous  le  caractère  B*  — 4AC  <0,  ne  représente  rien;  on  a 

2 

7n  = i , «=—  1 , p = 2 , P=  — 1,  sin  2*— — N _Mi 
et  l’équation  du  second  degré 

z1  — oz  -+-  1 = o 


dont  on  a déjà  trouvé  les  racines  (ex.  II);  ensorte  qu’on 
obtient  cette  transformée 

(3+  1/5)/'*+  (3“  l/5)x“*-{-  2 = 0: 

impossible , parce  que  le  premier  membre  est  la  somme  de 
trois  térmes  positifs. 

Exemple  IV.  L’équation 

y*  -{-  xy  x*  = o , 


f 
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est  celle  d’un  point  : elle  donna 


m = 1 , n — i , p — 1 , P = o,  sinua  .=  — 

et 

z“  — 2z  + * — o , d’où  z — 1 :±  J ; 
conséquemment , 

M =s  ; , Nàf 

Par  l’analyse  (55) , on  serait  conduit  à la  transformée 


( cos*  a sin*  a — sin  a cos  a ) y"* 

-f-  ( sin*  a -(-  cos*  a -f-  sin  a cos  a ) x"%  = O , 

et  à cette  condition  de  l’évanouissement  du  rectangle 


cos*  a = sin*  a , d’où  cos  a ='  sin  a = -T-  ; 

’ 1/2  ’ 

ces  valeurs  portées  dans  la  transformée  précédente , la  ré- 
duisent à 

« y"“  4.  3x"*  r=  o, 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  x"  — o,  y”  — o, 
coordonnées  du  centre  dans  lequel  l’ellipse  est  concentrée. 

Exemple  VI  Soit  l'équation 

y*  — 2 xy  — x*  — y -j-  x -j-  1 = 0, 


qu’on  sait  être  à une  hyperbole  : en  rapportant  la  courbe 
au  centre  , l’équation  devient 

4 y'*  — 2x'y'  — a/*  -)-  J = o : 

l’emploi  des  formules  trigonométriques  donne,  en  égalant  à 
zéro  le  coefficient  du  rectangle,  ces  déterminations  , 


. 1 

sin  2a  = COS  2a  = — ■— , 
1/2* 

et  cette  transformée  _ 
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qui  représente  une  hyperbole  équilatère  (58).  Autrement,  on  a 

« 

m = i,  n~  — 1 , p = — i , P = — j , sin«= 

— a = o , d'où  z = ±:  l/a  -, 
et  conséquemment, 

N = — V/a , M = l/a  : 
on  retombe  donc  sur  la  transformée  ci-dessus. 

Exemple  VI.  L’équation 

y — axy  — y = o, 

qui  représente  le  système  de  deux  droites  non  parallèles  , 
donne  pour  les  coordonnées  du  centre  , 


on  a,  pour  déterminer  l'angle  s« , la  condition 
a sin  et  cos  * — z ( cos“  « — - sin*  *)  — o , d’où  tang  o*  = a , 
et  la  réduite  est. 


( î 4- 1/5)  y * — (—  î -f  l/5)  x"1  = o , 

d’où  l’on  tire 

i -f  l/5\  „ 


y"  = ±(ZL±±±^x». 


Autrement,  et  en  partant  de  la  première  réduite, 
y a — ■ a xy  = o , 


on  a 


m — 1 , n = — i,  p — o , P = o , sin  2*  = 


— a 

PTTm’ 


, j.  - i + \/5  î — 1/5 

z2 — z — r=o,  d ou  z = ? — , z = — , 

’ 2 2 

et  conséquemment , 


h = i^±2. 


M = 


déterminations  qui  ramènent  à la  transformée  ci-dessus. 
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Lorsqu’on  a calculé  pour  l’ellipse  ou  l’hyperbole  , les  quan- 
tités M et  N,  il  est  facile  d’en  conclure  les  demi-axes  princi- 
paux de  ces  courbes  (58). 

Exemple  VII.  L’équation 

y*  — nxy  + x*  — x — o , 

est  celle  d’une  parabole  qu’on  veut  rapporter  au  sommet  et 
à des  axes  rectangulaires.  D’après  l’analyse  exposée  (57), 
on  posera  les  formules 

y = b- f-x'  sin«»  +_y'cos  * , x = a-f-  x'cos*  — y'  sin  a, 
et  çn  trouvera  pour  résultat  de  ces  substitutions , 

(sin  « -(-  cos  « "Y y'2  + a (sin*  « — cos*  « ) x' y ' 

-f-  (sin  « — cos  *)*x'*  -f-  [2  ( Z>  — a ) ( sin  « -f-  cos  *)  -j-  sin 
-f-  Ca  (J* — a ) (sin  <*— cos  «)  — cos  <*]  x;  -f-  ( b — a)*-—  a — o J 

l’anéantissement  du  terme  du  rectangle  , donne 

sin*<*  = cos*  a , d’où  sin  a = cos  « = — — ; 

l/a 


par  ces  valeurs  de  sin  * et  cos  » , 

la  précédente  devient 

a/* +[2  (b— a)  y a + p£J  y - 

. 1 _/  1 (U 

JC  — [U— Cl ) — » a — 

ya  f v ' 

nous  poserons  donc 

a (5  — a)v/a  + ~z=  0 , 

( b — a)*  — a — 0 , 

équations  qui  donnent 


Ainsi  la  parabole  aura  pour  sommet  le  point  qui  répond  à 
l’abscisse  -pj , et  à l’ordonnée  — -A  j son  diamètre  ou  axe 
principal , fera  un  angle  de  5o°  avec  une  parallèle  à l’axe 
des  x , menée  par  le  sommet  que  nou3  venons  de  déterminer , 
et  l’équation  de  cette  parabole  sera 


t 
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Exemple  VIII.  L'équation 

y * — 2 xy  -f-  x%  — 1 r=  o, 

que  nous  avons  reconnue  (^7)  être  celle  de  deux  droites  paral- 
lèles , donne  la'  transformée 

(cos  « -f-  sin  « )*y'*  -f-  ( cos  4 — sin  m )*x'* 

•4-2  {b— à)  (sin  « -f-  cos  «)  y'-f-  2 ( b — à)  (sin  a — cos  « ) x' 
+ (b  — a)1—  1 = 0; 

et  pour  condition  de  l’évanouissement  du  rectangle , 
sin  « ras  cos  * = — 7-  , d ou  « = 

V»  4 

par  ces  valeurs , l’équation  précédente  se  réduit  à 
, zy'‘-f-  a[/a  (b—~a)y'-f- (b  — a)’  — i=o, 

qui  ne  renferme  plus  -qu’une  des  variables.  Pour  déterminer 
les  coordonnées  du  sommet,  il  faudrait  poser 

(b  — g)  = o , (b — g)“— ■1=0; 

et  comme  ces  équations  sont  en  contradiction , les  coordon- 
nées a et  b sont  infinies  (Alg. , ir*sect. , chap.  17),  et  de  là 
on  infère  que  la  parabole  dégénère  en  deux  droites  (36  et  37). 

Exemple  IX.  Pour  l’équation 

y1  — axy  -f-  x3  = o , 

l’évanouissement  du  terme  du  rectangle  donnerait  encore 
* 

, 1 
sin  cl  =2  cos  a = — — , 

» V/a 

et  on  aura  pour  déterminer  les  coordonnées  a et  b du  sommet  » 
a — b = o , (o  — b Y — o : 
de  ce  que  a et  b sont  indéterminées , c’est-à-dire , de  la  forme  - , 
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on  conclut  (Alg. , ire  sect.,  chap.  17)  que  la  proposée  représente 
'une  droite  (36  et  37). 

Exemple  X.  Soit 

y*  — arry  -f-  x*  + 1 = o r 
on  trouvera  encore 

t ' ' 

sin  « = cos  * = , 

l/a’ 

et  pour  équations  entre  les  coordonnées  du  sommet , 
b — a = o , (b  a)*  -f-  1 = o , 

dont  la  seconde  est  la  somme  de  .deux  carrés  ; et  comme  elle 
répète  la  proposée  , on  en  conclut  que  celle-ci  ne  représente 
rien. 


6i.  Il  importe  cependant  d’avoir  des  formules  qui  servent 
à déterminer  directement  la  grandeur  et  la  situation  des  axes 
principaux  dans  les  trois  courbes  du  premier  ordre  : tel  est 
l’objet  de  l’analyse  suivante  qui  est  le  complément  nécessaire 
de  ce  qui  précède. 

Reprenons  les  expressions  (58) , 


et  substituons  dans 


F'  = A &»  + B ab  -f-  Ca‘  + Di  + Ea  -f  F * 
les  valeurs  de  a et  b , savoir  (55) 

_ nAE  — BD  , aCD  — BE 
° — B*  — 4AC  ’ b ~ B*  — 4ÂC*' 

on  trouvera , après  les  réductions ,, 


AE*  -f  CD*  — BDE 
B*—-  4AC 


-(44); 
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ensorte  qu’après  avoir  remplacé  dans  les  formules  (45),  M, 
N et  F'  par  leurs  valeurs  (24)  et  (44)  > on  trouvera 


*/—  . /p  [BDE  — AE2 — CD»  — (B3  — 4AO 
~ V L(B2— 4AC)[A+C—  V/  Bi-4AC+(A+Q 


B'=v/[^ 


a [ BDE  — AE*  — CD*  — (B1 


4AC)[A-K+  V Ba— 4 A(  :+(  A+C)‘] 


— 31) 
4-C)a]J( 

4A^)F]~|f 


(45). 


Ainsi  le  centre  sera  donné  par  les  valeurs  de  <2  et  b , les 
grandeurs  des  axes  par  celles  de  A'  et  B',  et  leurs  directions 
par  celle  de  tang  2st  donnée  (55). 

Sous  les  hypothèses  B=o,  A=C,  ces  deux  valeurs  de 
A'  et  B'  deviennent  égales  ,•  et  l’ellipse  se  change  en  un  cercle  ; 
même  conclusion  à l’égard  de  A'  et  B'  pour  B = o et  A = — C, 
relations  sous  lesquelles  l’hyperbole  devient  équilatère.  D’ail- 
leurs, suivant  qu’on  aura,  sous  la  caractéristique  de  l’hyperbole, 

BDE  — AE2  — CD3  — (B3  — 4AC)  F > o ou  < o , 


A'  sera  imaginaire  et  B'  réel , ou  inversement.  On  observera  que 
le  premier  membre  des  inégalités  ci-dessus , répète  le  facteur 
de  4A-  ou  de  4C  (38). 

Considérons  le  cas  de  la  parabole  caractérisée  par  B2 — /^AC-=.oi 
courbe  pour  laquelle  on  a,  d’après  les  formules  (24), 

M = A + C , N = o ; 
on  a été  conduit  à ces  deux  conditions 

A b1  -f-  Bab  + Ca2  -f-  T)b  -f-  Eu  -+-  F = o , 

D'  cos  a.  — E'  sin  <t  = o , 

bous  lesquelles  il  reste  cette  transformée 


M/2  + (D' sin  a+E'cos  *)  x"  =s  o....(4S)  : 


on  a de  plus  (5y) 

tang  = 

mais  d’ailleurs, 


tang  2 et  = 


2 tang  a 
1 — tang2  a.  ’ 
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de  l’équation-' générale.  i3y 

l’égalité  de  ces  deux  valeurs  donne 

’ B tang2  a.  — a ( A — C)  tang  « — B — o , 

qui  n’est  que  l’équation  (19')  : on  en  tire 

_ A — C ± l/ B2-f-  (A  — C)1 (A—  C)±(A+C) 

B B ' 


tang  « = 
c’est-à-dire  , 


aA 

tang  * = -g- . 


, aC 

tang  « = — — . 


D’un  autre  côté , l’équation  (ag)  et  les  formules  (11)  et  (12) 
donnent 

D'  aA  b + B a +D 

tanB<e  = r=-fca-  + -É&+.Ef 

* 2A. 

valeur  qui  ne  peut  s’accorder  avec  tang  « = — , parce  qu’en 

supposant  cette  égalité  , et  tenant  compte  de  B2 — /tAC  — o , on 
en  conclut  BD  — 2 AE  = o , relations  qui  annoncent  deux 

droites  (36).  Il  faudra  donc  prendre  tang«=  — — : en  égalant 

cette  valeur  à la  précédente , et  résolvant  l’équation  par  rap- 
port à u,  il  viendra 

aB  (A-f-C)  6 + (BD  + aCE) 
a ~ B2  -f-  4C2 

en  portant  cette  valeur  dans  l’équation  F'  = o,  et  tenant  compte 
de  la  relation  B2 — ^AC  — o,  le  coefficient  de  i2  disparaîtrâ, 
et  il  viendra 

, _ C*E2-f-ABDE-f-aACE2 — ACD2 — 4CF  (A-f-C)2 
a (A-f-C)2  (aCD — BE) 

et  par  suite , 

_ A2D2-|-BCDE-f-3  ACD2 — ACE* — 4AF (A-f-C)2 
a (A-f-C)2  (aAE— BD)'  ’ 
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on  a en  outre, 


1 y sin  « + E'  cos*  = (D'tang«  + E')  cos  • : 


aCD — BE 


en  observant  que  de  tang  a.  = — — , on  tire 


cos  a ~ 


B 


V/Ba+4C» 

Ainsi  ia  transformée  (46)  de  la  parabole,  devient 

■afcD — BE 


/*  = 


(A+C)  1/BM-4C’ 


X . 


Si  l’on  remplace  B par  a\/ AC,  et  qu’on  désigne  le  coefli- 
cient  de  x"  par  Q,  on  aura  ces  formules  : 


tang  et 


=-/*• 


Dy^C-Ey/A 


(47), 


(A+C)  KÂ+C 

Arfl/ A+aCDEl/C+nCD*  l/A— CEVA— 4F(A+ C)a  t/Al 
4 (A+C)5  (E  y/  A — D \/C) 

, œy/C+aADEy/ A+aAEVC— Ajy  v/C— 4F(A+C)V  C 

~ 4 (A+C)'  (Dv/C— E\/A) 

qui  donnent  la  direction  de  l’axe  principal  de  la  parabole  ,, 
le  paramètre,  et  les  coordonnées  du  sommet , en  coefliciens  de- 
l’équation  proposée. 

On  peut  faire  l’application  de  ces  formules  aux  exemples, 
précédens.  g 
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CHAPITRE  VIH. 

Des  diamètres  conjugués. 

6a.  Il  résulte  de  ce  qui  a été  démontré  (54),  qu’il  existe , 
au  moins , un  système  d’axes  obliques  par  rapport  auxquels 
l’équation  générale  prend  la  forme 

My -f- Nx*  + P = o (0, 

pour  les  deux  courbes  qui  ont  un  centre,  et  celle-ci 
My  + Qx  = o (a), 

pour  la  parabole.  Mais  les  formules  par  lesquelles  on  passe  d’un 
système  d’axes  rectangulaires  à un  système  d’axes  obliques  en  dé- 
plaçant l’origine  , contenant  les  quatre  quantités  a , b , a. , e! 

(chap.  III,  prob.  III),  il  s’ensuit  qu’on  peut  disposer  de  trois  de  ces 
quantités  de  manière  à obtenir  la  réduite  ( î ),  et  qu’il  en  reste  une 
indéterminée  , ensorte  qu’il  pourrait  exister  une  infinité  de  ces 
systèmes-  d’axes  obliques  se  coupant  au  centre  de  la  courbe , ■ 

et  pour  chacun  desquels  l’équation  de  la  courbe  serait  tou- 
jours représentée  par  ( î ) : ces  axes  se  nomment  diamètres 
conjugués. 

63.  Nous  prouverons  d’abord  que  toute  ligne  menée  par  le 
centre  , et  terminée  de  part  et  d’autre  à la  courbe , est  di- 
visée au  centre  en  deux  parties  égales  : en  effet , l’équation 
d une  droite  menée  par  le  centre  pris  pour  origine  des  coor- 
données, est 

y = ax\ 
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combinant  cette  équation  avec  celle  \de  l’ellipse  (58) , 


A!  Y + B'*x*  = A'4B'% 

on  obtient  ces  coordonnées  des  intersections, 

A'B'  . «A'B' 


, V A'*a44-  B'4  ’ 


y'  A B'4  ‘ 


d’où  l’on  conclut  l’égalité  des  deux  portions  de  la  droite 
dans  toutes  ses  positions  autour  du  Centre.  On  trouve  pour 
l’hyperbole , 


A'B' 


y'ii'1—  A ,4a4 


y=  — 


<i  A'B' 


y B'*  — A '4a4 


coordonnées  qui  ne  sont  réelles  que  depuis  a~  o jusqu’à 

B' 

a = :£  -^7 , inclinaisons  sous  lesquelles  elles  deviennent  infi- 
nies , et  nous  verrons  plus  loin  qu’ alors  la  droite , dans  cos 
deux  positions  , devient  asymptote. 


64-  En  recherchant  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  , ou 
d’axes  obliques  par  rapport  auxquels  les  équations  de  l’ellipse 
et  de  l’hyperbole  prennent  la  forme  (1)  , on  doit  supposer 
l’origine  au  centre , et  alors  il  sera  plus  commode  de  partir 
des  équations  de  ces  courbes  déjà  rapportée  à leurs  axe» 
principaux  que  nous  désignerons  désormais  par  2A  et  aB. 
Ainsi , pour  l'ellipse,  nous  ferons  dans  l’équation 

A’y-f-  B’x^rr:  A“B*, 
ces  substitutions  ( chap.  III , prob.  III  ) 

y =:  x'  sin  « + y si*1  a'>  x — x cos  tL~\~  Y cos  a-  > 

le  coefficient  du  tenue  xy  donné  en  partie  par  y*,  en  partie 
par  , égalé  à zéro,  fournit  cette  condition 

A3  sin  * sin  *'  -f-  B*  cos  <*  cos  «'  = o ; 

d’où  résulte 
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B1  ‘ 

tang  a tang  a = — . . . (3)  : 

des  deux  angles  «et*',  dont  le  premier  sert  à fixer  l’inclinaison 
de  Taxe  des  x',  et  le  second  l’inclinaison  des  y sur  celui 
des  x , l’un  est  donc  aigu  et  l’autre  obtus.  La  transformée  est 

( Aa  sina  a!  B1  cos1  a ) y'% 

+ ( Aa  sina  m -f-  Ba  Çpsa  * ) x'1  = AaBa ....  (4). 

Si  dans  cette  équation  on  fait  successivement  ÿ -=zo , xf =0, 
on  aura  les  coordonnées  des  intersections  de  la  courbe  avec 
les  axes  des  x!  et  des  y'.  Soient  A',  B'  ces  demi-diamètres 
comptés  sur  x'  et  y,  à partir  du  centre , on  trouvera 

A 'a A J Æ\ 

Aa  sina  * -}-  Ba  cosa  a J ’ 

A-JW+BW ®- 

Si  l’on  tire  de  (5)  et  (6)  les  dénominateurs,  pour  en  porter 
les  valeurs,  dans  (4) , on  obtiendra  cette  équation  de  la  courbe 

A'a/a  + B'ax'a  = A'aB'a (7). 

I 

L’équation  (3)  faisant  dépendre  tang  a de  tang  a',  et  récipro- 
quement, il  faudra  se  donner  l’un  de  ces  angles  pour  avoir 
l’autre  : il  existe  donc  une  infinité  de  systèmes  d’axes  obliques 
par  rapport  à chacun  desquels  l’équation  de  l’ellipse  est  de  même’ 
forme  que  celle  de  cette  courbe  rapportée  aux  axes  princi- 
paux , et  c’est  parce  que  la  position  de  l’un  de  ces  axes 
est  liée-à  celle  de  l’autre,  ensorte  qu’ils  font  système , qu’on  a 
nommé  diamètres  conjugués  les  portions  2 A'  et  2B'  de  ces 
axes  obliques , comprises  dans  la  courbe.  Il  est  bien  essentiel 
d’observer  qu’il  n’est  aucune  droite  menée  par  le  centre  de 
la  courbe , qui  ne  puisse  être  prise  pour  l’un  des  axes  de  ces 
systèmes. 


65.  Soit  *—  o j et  par  là  ou  fait  coïncider  l’axe  aA'  avec 
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celui  des  x ou  avec  l’axe  aA.  On  a,  d’après  (3)  , 

B3 

tang*  — -=«  ; 


donc  *'  = -•,  ainsi  l’autre  diamètre  2B'  conjugué  de  a A',  se 

confond  avec  celui  des  y,  ou  avec  l’axe  2B.  Le  système  d’axes 
rectangulaires  n’est  donc  qu’un  cas  particulier  des  systèmes 
d’axes  obliques  conjugués.  Pour  A==  B,  on  a 

tang  * tang  *'  = — 1 , 

ce  qui  apprend  que,  dans  le  cercle  , tous  les  diamètres  con- 
jugués sont  à angles  droits  : d’ailleurs  comme  les  expressions 
(5)  et  (S)  donnent,  sous  la  même  hypothèsè, 


A'3  = 


sin3*  -f-  cos3  « 


— A\  B'3  = 


*'-{-cos3 


R3 

, — " ) 


on  voit  de  plus  que  tous  ces  diamètres  sont  égaux. 

v 

66.  Si  maintenant  on  repasse  des  axes  obliques  aA',  aB'  aux 
axes  rectangulaires  aA , aB , on  aura  pour  la  même  courbe , 
deux  équations  identiques  , propres  à faire  découvrir  quelques 
relations  entre  les  diamètres  conjugués  et  les  axes  principaux 
de  l’ellipse.  A cet  effet,  on  fera  dans  (7)  ces  substitutions 
(chap.  III,  prob.  V) 


y ~ 


’ cos  a ■ 


• x sin  <1 


sin  (»'—  *) 


x — 


x sin  1 


—y* 


sin  (*' — *) 


l’équation  résultante  sera 

(A'3cos3«-f-B'acos3*')  y3+( — aA'3sin*cos  « — aB,3sin  «'cos  *)x'y' 
-j-(A'asin,«-(-B,3sin*«')x3  ==  A'3B,3sin3 (•'—*)  = 0 (8)  ; 


et  çomme  elle  doit  être  identique  avec  celle  de  l’ellipse  rap- 
portée au  centre  et  aux  axes  , on  aura  ces  relations 

A'3  cos3*  -f-  B'3  cos3  «'  = A3 (9  ) , 

A'3  sin3*  + B'3  sin3*'  = B3 (10) , 
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A'2B'2  sin2  (•'—«)  = A2B2 (U), 

et 

A'2  sin  « cos  * -f-  B'2  sin*'  cos  *'  = o. . . . (ta). 

Les  équations  (9)  et  (10)  ajoutées,  donnent  cette  propriété 

A'2  + B'2  = A2  -f-  B2 (i3)  , 

et  de  l’équation  (11)  on  déduit  celle-ci 


A'fî'sin(*'—  *)  = AB. ..(14).  * 

Ainsi , 1 0 la  somme  des  carrés  des  demi-axes  , est  égale  à la 
somme  des  carrés  des  demi-diatnètres , a°  le  rectangle  des 
premiers  est  égal  au  parallélogramme  des  seconds  , en  obser- 
vant que  « — * est  l’angle  compris  entre  A' et  B';  qu’ainsi 
B'  sin  (*' — «)  est  la  hauteur  du  parallélogramme  , lorsque 
le  demi-diamètre  A'  est  pris  pour  base. 

Mais  2 A"  et  aB"  étant  un  autre  système  de  diamètres  con- 
jugués , on  a aussi 

A‘+B‘=  A’1  + B 
donc  AB  = siu(**  — «*), 

A'2 -J-  B'2  = A"2  -f-  B"2. (,5); 

A'B'  sin  («'—«)  = A'B"  sin  (»"-*«*).. . .(16).’ 
etc. 

On  déduit  de  là  que  tous  les  parallélogrammes  circonscrits 
à r ellipse  , de  manière  que  leurs  côtés  soient  parallèles  à deux 
diamètres  conjugués , sont  équivalens  entfeux  et  au  rectangle 
construit  sur  les  deux  axes  ■ d’où  il  ne  faut  pas  conclure  que 
tous  les  parallélogrammes  circonscrits  à une  même  ellipse 
sont  équivalens. 

67.  Si  l’on  voulait  un  système  de  diamètres  conjugués 
égaux , il  faudrait  déterminer  les  angles  « , «'  d’après  la  con- 
dition 

A2  sin*  a -f-  B2  cos2  « = A2  sin*  *'  -f-  B2  cos2 
donnée  par  les  expressions  (5)  et  (6)  : on  en  déduit 

cos2  «(A2  tang2*  -f-  B2)  = cos2  *'  ( A2  tangV  -f-  B2), 
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équation  satisfaite  par tang3»  = tang3 »,  puisqu’on  a en  même 
temps  cos3  » — cos3  » ; de  là  résulte  ■*. 

tang  » = — tang  » , 

parce  que , d’après  la  relation  (3)  , le  produit  de  ces  tangentes 
est  négatif  : donc  à cause  de 

Ba  B 

tang2»  = -f-  — , on  a tang  « = ±;  — ; 

• A A 

le  signe  supérieur  étant  relatif  au  diamètre  aA',  par  exemple , 

et  l’inférieur  au  diamètre  aB'.  Ainsi  pour  construire  ces  diamètres 

égaux  , ( fig.  69)  , on  joindra  l’extrémité  B du  demi-second  axe 

CB  avec  les  extrémités  A et  A'  du  premier;  la  tangente  de 

B B 

l’angle  BAX  sera  — — , et  celle  de  l’angle  BA'X  sera  + — j 

A x A. 

ensorte  que  les  deux  diamètres  menés  par  le  centre , parallèle- 
ment à ces  cordes , seront  égaux , et  ce  système  de  diamètres  est 
unique  : on  remarque  encore  que  çes  diamètres  sont  les  deux 
diagonales  d’un  rectangle  formé  par  les  tangentes  aux  extrémités 
des  deux  axes  principaux.  Par  rapport  à ce  système  de  dia- 
mètres , l’équation  de  l’ellipse  devient 

V3  + 2 = A'3. 

D’une  autre  part,  la  propriété  (i3)  donne  pour  A'n=B', 
aA<3  = A3  -f-  B3 , d’où 

expression  qui  fournit  une  construction  bien  simple  des  dia- 
mètres conjugués  égaux.  Quant  à l’abscisse  CP  du  point  M,  où 
aboutit  le  diamètre  A',  on  a 

A'3  = x3  -f  y = i (A3-j-  B3)  , 

B’.r*  > 

et  en  remplaçant  y par  sa  valeur  B3 , on  trouve 
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comme  ce  résultat  est  indépendant  de  B , on  voit  que , pour 
toutes  les  ellipses  décrites  sur  le  îtiême  grand  axe , les  ex- 
trémités des  diamètres  conjugués  égaux , ont  même  abscisse. 

68.  Les  trois  équations  (9)  , (10)  et  (11)  renferment  les  six 
quantités  A , B , A',  B',  «,  *'  ; ensorte  que  trois  d’entr’elles 
étant  données,  on  peut  toujours  découvrir  les  trois  autres. 
Supposons,  par  exemple,  qu’on  connaisse  les  demi-diamètres 
conjugués  A',  B',  et  l’angle  * — a qu’ils  font  entr’eux  , et 
qu’on  demande  les  demi-axes  A et  B.  En  ajoutant  à l’équa- 
tion (i3)  le  double  de  l’équation  (14),  et  retranchant 
de  (i3)  le  double  de  04)  > puis  extrayant  la  racine  carrée  des 
deux  membres  des  équations  résultantes , on  trouvera  * 

A + B=  l/[A'>  + B'2  + aA'B'  sin  («'_«)], 

A — B r=  y/[  A'2  -f-  B'2  — aA'B'  «in 

d’où  il  est  aisé  de  déduire  séparément  A et  B,  qu’on  construira 
par  le  triangle  obliquangle.  Nous  donnerons  bientôt  une  autre 
solution  de  cette  question. 

69.  De  l’équation  de  l’ellipse 

A'y  + B'2*2  = A'2  B'2, 

rapportée  au  centre  et  aux  diamètres  conjugués  2 A'  èt  2B', 
on  peut  passer  à la  suivante  , 

A'*y2  + B'2x'2  — 2B,2AV  = o....(i7), 

parlasubstitution  x—A' — x qui  transporte  l’origine  de  C en  M 
(Eg.69);  la  courbe  est  alors  rapportée  à un  système  d’axes  obliques 
dont  l’un  est  le  diamètre  MM',  et  l’autre  une  tangente  TMf 
parallèle  au  diamètre  NN'  conjugué  de  MM',  puisque  pour 
x'  = o , on  a _y  = Z±:  o , ce.  qui  prouve  que  l’axe  des  y n’a 
ique  le  point  M commun  avec  la  courbe.  Par  rapport  à ce 
système  d’axes  MM',  Tf,  l'équation  de  l’ellipse  conserve  la 
forme  que  nous  lui  avons  trouvée  (58)  pour  l’axe  qA  , et  un 
axe  des  y tangent  au  sommet. 

io 
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70.  De  cette  propriété  dont  jouit  tout  diamètre , de  diviser 
en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à son  conjugué  , 
on  tire  cette  construction  pour  trouver  le  centre  d’une  ellipse  : 
on  mène  dans  cette  courbe  deux  cordes  parallèles , et  une  corde 
qui  les  divise  également  ; le  milieu  de  cette  corde  est  le  centre 
de  l’ellipse  : on  reconnaîtra  même  que  cette  dernière  corde  est 
l’un  des  axes  principaux , si  elle  est  perpendiculaire  aux  cordes 
parallèles.  On  peut  aussi  géométriquement  résoudre  ces  ques- 
tions sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin.  1*.  Trouver  la 
position  des  axes  principaux  lorsque  l'on  connaît  le  centre  ; 
2".  un  diamètre  étant  donné,  trouver  son  conjugué. 

71.  Passons  à l’hyperbole  : si  dans  son  équation 

A *y  — Baxa  — AaBa  ; 
on  fait  ces  substitutions  employées  (64),  savoir  : 

y = x'  sin*  -f-  y sin  * , x — x'  cos  * -f-  y'  cos  a , 
on  obtiendra  la  transformée 

(Aasina«' — •B*cosV)ya-f-(Aasin\* — B4coSa«)x,a:= — AaB“. . .(1 8) , 
et  cette  condition  de  l’évanouissement  du  rectangle, 

Aa  sin  * sin  » — B1  cos  * cos  * — o , 

d’où  résulte 

Ba 

4 tang  « tang  «'  = — (19}. 

Si  l’on  suppose  successivement  y'  — o,  x'=o  , et  qu’on  re- 
présente encore  par  A'  et  B'  l’abscisse  et  l’ordonnée  corres- 
pondantes , on  trouvera 

AaRa  A “R1 

A 1 ’»  — A ' - R'3  — A ” ( 20 V • 

A3sin*« — Bacos3*’  A*sinV — B'cosV  ' ^ 

l’équation  (18)  prendra  donc  la  forme 

A'*y*  + B'ax'a  = A'aB'a . . . .(21). 


I 
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Or  si  l’on  supposé  le  demi-diamètre  A'  réel , ce  qui  n’a  lieu 
que  sous  la  condition 

g 

B1 00s5  * > A3  sin3  « , d’où  tang  « < — , 

on  aura  nécessairement,  d’après  la  relation  (19), 

H 

tang  m )>  — , d’où  B*  cos3  * < A”  sin3  * , 

A. 

et  conséquemment  le  demi-diamètre  B'  sera  imaginaire  , ou  de 
la  forme  B'  \/ — 1 ; ensorte  que  l’équation  (2 1 ) deviendra 

A'*/»  — B'V3  = — A'B'3 (22). 

Réciproquement , du  demi-diamètTe  B'  supposé  réel , on  con- 
clurait A'  imaginaire  et  l’équation 

B'1*'1  — A'y*  = — A'3B'3 (23)  : 

ces  équations  (22)  et  (23)  sont  analogues  aux  équations  trou- 
vées (58)  pour  les  axes  principaux. 

72.  Si  dans  l’équation  (20)  on  fait  les  substitutions  par  les- 
quelles on  repasse  des  coordonnées  obliques  aux  coordonnées 
rectangulaires  , on  retombera  sur  une  transformée  identique 
avec  l’équation  de  l’hyperbole  aux  axes  rectangulaires , et  cette 
identité  donnera 

A3  = A'3  cos3<*  — B'3  cos3  a' (24) , 

— B3  = A'3  sin3  a — B'3  sin3  a.' (25)  , 

— A3B3  = — A'aB'J  sin3 (*'  — *).... (26), 

ajoutant  les  deux  premières , on  obtient  cette  propriété 

A3  — B3  = A'3  — B'3 (27), 

et  de  la  dernière  on  déduit  celle-ci 

AB  = A'B'  sin  ( a — *), (28); 

/ 

ces  résultats  sont  ceux  que  nous  avons  précédemment  obtenus 
pour  l’ellipse  (66) , en  changeant  dans  ceux-ci  B et  B'  en 
B}/  — 1 et  B'p-'  — 1. 

10.. 
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Ainsi , dans  l’hyperbole , la  différence  des  carrés  des  demi* 
diamètres  conjugués , est  égale  à la  différence  des  carrés  des 
demi-axes , et  le  parallélogramme  construit  sur  des  demi- 
diamètres,  est  égal  au  rectangle  construit  sur  les  demi-axes. 

De  la  propriété  (37)  on  déduit  pour  A = B,  la  conclusion 
A'  = B'  et  réoiproquement  : l’hyperbole  équilatère  est  donc 
la  seule  qui  ait  des  diamètres  conjugués  égaux. 

73.  Nous  avons  reconnu  (46)  que  l’équation 
xy  ~ M (29), 

représentait  une  hyperbole  dans  laquelle  les  axes  étaient 
asymptotes  : or  pour  revenir  de  l’équation 

A “y  — B“x*  = — A*B*, 

à la  précédente,  il  faut  employer  les  substitutions  qui  font 
passer  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées  obliques, 
sans  changer  l’origine,  et  égaler  à zéro  les  coefiiciens  des  carrés 
des  variables  dans  la  transformée 

(A1  sin*  et' — B3  cos*  et')  y'*  + (A*  sin*  et 
2 (A*  sin a sin  «'  — B*  cos  et  cos  et')  x' y : 

on  a donc  ces  deux  conditions 

, B*  ; B* 

tang*  et'  = — , tang’ et  = — ; 

V 

d’où  résultent  ces  deux  valeurs 

B B 

tanget'  = — tang  et  = -f.  . .(3i)  , 

on  celles-ci 

tanget'  = -f  — , tanget  = — , .(3a); 

puisqu’autrement  les  deux  axes  n’en  feraient  qu’un  : or  en 
adoptant  les  valeurs  (3a) , l’angle  » se  rapporte  à l’asymptote 


— B*  cos*  a)x'* 

= — A*B*....(3o); 
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CX'  (fig.  70  ) sur  laquelle  on  compte  lés  a/,  et  l’angle  * est 
relatif  à l’autre  asymptote  GY'  ; ainsi  on  déterminera  ces  deux 
asymptotes  en  menant  par  le  sommet  A une  tangente  indéfinie 
sur  laquelle  on  prendra  AB'  = — B , AB=-f-  B , ensorte  que 
CB',  CB  seront  les  axes  asymptotiques.  Mais  si  l’on  regarde 
comme  positives  les  coordonnées  des  points  ^e  la  branche 
mAM , et  conséquemment  comme  négatives  celles  de  la  branche 
m'AM',  le  rectangle  x' ÿ sera  positif  dans  toute  l’étendue  de 
l'hyperbole , ce  qui  exige  que  dans  la  transformée 


2 ( A*  s in  a s in  a — Ba  cos  « cos  • ) x' y = — A*Ba 


le  coefficient  du  rectangle  soit  négatif,  condition  qui  est  sa- 
tisfaite par  s in  « négatif,  les  autres  lignes  trîgonométrique* 
étant  positives , et  alors  on  a 


sina  sina'  = 


— B1 
A“  -j-  B*  ’ 


cos  a cos  a 


A* 

A“  + * 


et  pour  transformée 

— 4AaBa  , , 

= 

Des  valeurs  (3s)  comparées  à celles-ci 


â^f</  = -a,b*>  d’où  xy=L±JL. 


tanga  = 


qui  fixent  la  position  des  diamètres  égaux  de  l’ellipse  (G7) , 
on  conclut  que  ces  diamètres  prolongés  deviennent  les  asymp- 
totes d’une  hyperbole  construite  sur  les  mêmes  axes , en 
observant  que  le  prolongement  de  2B'  devient  Taxe  des  x', 
et  que  celui  de  aA'  devient  l’axe  des  y'. 

Lorsque  B = A , on  a , d’après  (3a) , 

tanga  tang*  +1=0, 

ce  qui  indique  que  les  asymptotes  sont  à angles  droits  dans 
l’hyperbole  équilâtère  (47). 


74-  U nous  reste  à rechercher  s’il  existe  dans  la  parabole 
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un  système  d'axes  obliques  par  rapport  auxquels  son  équation 
conserve  la  forme 

y = *p*> 

ce  qui  exige  que  l'un  des  axes,- celui  des  y',  ne  fasse  que 
toucher  la  courbe,  et  que  l’axe  des  x'  divise  également  les 
cordes  parallèle  aux  y'  : alors  l’origine  est  l’un  des  points  de 
la  courbe.  On  emploiera  donc  ces  substitutions 

y = 6 + x'  sin«  -f-  y'  sin»',  x — a -j-x'  cos*t-f-y'cos««' 

qui  font  passer  d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un  système 
d’axes  obliques  en  déplaçant  l’origine  (chap.  III,  probl.  III)  : 
on  a pour  transformée 

y*  sin9#'  -f-  ax' y sin  « sin  » -f-  x'9  sin9  « 

-f-  a ( b sin  tt  — p cos  «'  ) y' 

-f-  a(&sin«  — p cos • ) x'  -f-  69 — zap  = o (33), 

ainsi  sous  ces  conditions 


sus  sin»  = o , 
b sin  » — p cos  * = o , 

la  transformée  deviendra 


sin9  m — o , ! „ 

b*  — zap=o  Jv^9 


zCbsint-peos.)*,^^ 


sin'* 


■(35), 


et  elle  aura  la  forme  de  la  proposée.  Or  la  seconde  des  équa- 
tions (3 4)  donne  sin  • = o,  valeur  qui  satisfait  à la  première, 
et  qui  apprend  que  l’axe  des  x'  est  parallèle  à celui  des  x , 
ou  à l’axe  principal  de  la  parabole  : il  ne  reste  donc  que  les 
deux  dernières  équations  (3iQ  pour  déterminer  V et  les  coor- 
données a et  b de  la  nouvelle  origine  qu’on  reconnaît  être 
sur  la  parabole , puisque  ses  coordonnées  a et  b satisfont  à 
l’équation  y*  — z px  = o : ainsi  l’une  de  ces  trois  quantités  , 
a , par  exemple , sera  arbitraire , et , d’après  la  troisième  équa- 
tion, l’inclinaison  * de  l’axe  des  y sur  celui  des  x',  sera 
donnée  par 

iinV  = -.J1  - = — — t — , 

b -\-p  na-J-p 
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à cause  de  b*  xzsap  : la  transformée  (35)  qui  est  réduite  à 

y'3 — -,  x'  — O devient  donc 

J sin  a! 

' y '*  = ( 4a  -f-  sp  ) x'  ou  y'*  — Zp'x' , 

en  faisant  2<z-f-p  — p'.  Ces  axes  A'X',  A'Y'-(fig.  71)  pourraient 
encore  être  nommés  diamètres  conjugués , quoique  la  courbe 
n’admette  pas  de  centre  : le  premier  divise  encore  également  les 
cordes  mm'  parallèles  au  second  qui  est  tangent  à l’origine  A'. 

75.  Reprenons  l’équation  générale  au  centre 
my*  -f-  2 nxy  -f-  px*  — P , 
employée  (5$),  et  soit 

M'y*  + NV3  = P, 

l'équation  pour  un  système  d’axes  obliques  conjugués  qui  se 
coupent  au  centre  : en  substituant  pour  x'  et  ÿ les  formules 

x sin  «'  — y cos  a , x s in  « — y cos  * 

sin  A ’ J sin  ô ’ 

qui  font  passer  des  axes  obliques  à des  axes  rectangulaires 
( chap.  III , probl.  V ) , formules  dans  lesquelles  0 = u — » , 
et  exprimant  que  l’équation  résultante  est  identique  avec  la 
première , il  viendra 

AT  cos*»  -f-  N'  cos*»'  = m sin3  8 , 

M'  sin3  » -f-  N'  sin*  »'  = p sin3  8 , 

M' sin  » cos  « + N'  sin  *'  cos  «'  = — n sin3  8. 

On  déduit  de  ces  trois  équations  , 

M'  4-N  = (m  + p)  sin3A  1 

M'iV  = (mp — n'1  ) sin3  8 J ’ * * * » 

et  par  conséquent  l’équation  du  second  degré 

a3 — (m-j-p  ) 2sin*8  -f-  (mp  — n3)sin38  = o ÇSjj  , 

dont  les  racines  sont  imaginaires  , lorsqu’on  a 

(m  -hp)* sin3 8 — 4(.mP  — » 
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c«  qui  emporte  la  condition 


mp  — ra*  ]>  o , d’où  7i*  — mp  < o, 

laquelle  n’a  lieu  que  pour  l’ellipse  : de  l’inégalité  précédente,' 
on  tire 


»»•  » < ipxpg. 

( m +pY 

Ainsi  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  sin  Ô , résulte  de 


— 4("*P~  ”a) 

(?n+p)* 


■m-, 


alors  les  racines  de  l’équation  (37)  sont  égales , c’est-à-dire 
qu’on  »M'  = N'  ; or 


tang  fl  = tang  (*' — *)  = 


tang*'  — tang  « 

1 + tang  » tang  * * 


et  en  remplaçant  tang  *'  et  tang  c par  leurs  valeurs  (67) , on  a 


— aBA 
Aa — B*’ 


Donc  l’angle  9 étant  obtus  , et  sin*  fl  donné  par  l’équation  (38) , 
étant  un  minimum , nécessairement  l’angle  obtus  formé  par  les 
diamètres  conjugués  égaux,  est  le  plus  grand  de  ceux  que  puissent 
former  deux  diamètres  conjugués. 

Ainsi  lorsque  l’angle  ô entre  les  diamètres  conjugués,  sera 
donné , on  pourra  trouver  l’équation  numérique  de  la  courbe 
rapportée  à ce  diamètre,  puisqu’on  a M'  et  N'  par  la  ré- 
solution de  l’équation  du  second  degré  : cependant  comme 
cette  analyse  ne  fournit  pas  de  caractère  pour  distinguer  entre 
les  deux  racines  celle  qu’on  doit  prendre  pour  M'  ou  pour  N*, 
il  paraît  nécessaire  d’évaluer  séparément  M'  et  N'  au  moyeu 
des  équations  (36)  qui  donnent 

(M' — N')*  = sin1  fl  Q ( m •+■  p )*  sin’fl  — 4(mP  — 
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d'où 

M' — N'  = sin  6 %/C ( m + p)a  sin'fl — 4(mP — ra“)3  : 

ajoutant  cette  égalité  avec  la  première  des  égalités  ( 36  ) , 
on  trouve 

M'=;  j£(m-f-p)sinî£)4-sin8  \/ (m-|-p)asins0' — /\(jnp — na)J 

N'  = ; £(m-f-p)sina0 — sin  ê (/  (m-f-p)a sin‘o — 4(mp  — n")J 

En  faisant  dans  ces  expressions  sin  0 — 1 , et  changeant  RT  et 
K'  en  M et  N , on  retombe  sur  celles-ci , 

M = i[m+p+  ]/(m  — p)1  + 4n*]» 

N = | [m  -4- p — \/\nn  — p)*  + 4»1] , 
trouvées  (55) , en  changeant  m en  A , p en  C et  an  en  B. 

76.  Faisons  quelques  applications. 

Exemple  /.  Soit  l’équation 

5y“4-  Gxy  5x2-f-  6y  [/a  -f-  îox  1/2+  3 = 0: 

on  propose  de  rapporter  la  courbe  qu’elle  représente , au 
centre  et  à des  diamètres  capables  d’un  angle  dont  la  tangente 
■ 5 

D’abord  on  trouve  pour  les  coordonnées  du  centre 

1 ’ . 

b — o , a = — 1/2  , 

et  pour  transformée 

5y'“  -f-  6x'y  5x'a  — 8 = 0; 
on  trouve  ensuite  pour  seconde  transformée 

( 5 sin.V+  6 sin  «'  cos  «'- f-  5 cos  V)  y"* 

-f-  (5  sina« -j- 6 sin  « cos«  -j-  5 cosa«)x"a — 8=0, 
sous  la  condition 

5sin  « sin  *'+  5 cos  « cos  * -f-  3 sin  «cos  «'-f-  3 sin  «'cos  « = o, 
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qui  est  le  coefficient  du  rectangle , égale  à zéro  : on  en  déduit 
après  la  division  par  cos  « cos 

5 tang  « tang  * -f*  5 -f-  3 tang  » + 3 tang  *'  = o : 

or,  d’après  l’énoncé. 


tang  («'  — *)  = —§  = 


tang  *'  — tang  « 
l -j-  tang  » tanga  ’ 


et  de  là 


5 tang  « tang  * -f-  5 — 3 tang  * -4*  3 tang  •'  = o ; 


ces  deux  équations  donnant 

tang  « = o , tang  «'  = — §; 


on  a donc  pour  transformée 

fi/*  + 5x*“  -8  = o. 

En  employant  les  formules  doimées  (j5)  , on  serait  conduit  à 
la  transformée 

5/>  + ||  **  — 8 = o. 

L’équation  aux  axes  est 

4/  + x*  = 4- 


Exemple  //.  Rapporter  immédiatement  l’hyperbole  de 
l’équation 

y 1 — 2xy  — x*  -f-  2 = 0 

à ses  asymptotes  : comme  l’origine  est  au  centre  de  la  courbe  » 
»1  suffira  d’employer  les  formules 

y = x'  sin  * -)-  y'  sin  , x — x’  cos  « -f-  y’  cos  * , 

et  on  trouvera  ces  conditions  d’évanouissement  des  carrés  des 
variables 

cosa«  — sin“«  4-  2 sin  « cos  a = o , 

\ 

cosV  — sinV  -f-  2 sin  » cos  » = o , 


Digitjzed  by  Google 


CONJUGUÉS.  l55 

dont  l’une  donnera  les  deux  angles  • et  »,  en  observant  que  là 
première  équation  est  composée  au  moyen  de  » , de  la  même 
manière  que  la  seconde  l’est  au  moyen  de  » - la  première 
donne 

tang  • = 1 ± l/a , 

donc 

tang  « = 1 -f-  \/a  , tang  »'  = 1 — (/ a : 

nous  prendrons  sin  » négatif  ( 73  ) et  cos  »'  positif  : de  ces 
valeurs  des  tangentes  , on  déduit 


— * + t/fl 

^a(_a-t-[/a)  ’ 


1 — l/a 


cos  » 


cos  » ~ 


[/ a (a—  \/a) 

• 1 

H-  ■ • 

*/  2 (a— v/fl)  ’ 


V 2 (a+|/ a)  * 

ensorte  que  la  transformée 

(sin  a sin  » — cos  «cos  «' — sin  » cos  « — cos  «'sin  «)j/  y -f-i  =0 
devient , par  ces  substitutions  , 

= Vï 

En  employant  la  formule  des  asymptotes  (chap.  V) , on 
trouverait  pour  équations  de  ces  droites , 

y = ( 1 ± V*)x> 

et  conséquemment  , 


d’où  résulte 


tang  a = 1 ± l/a  , 

I 


tang  <l  tang  *'  + 1=0, 
ensorte  que  les  asymptotes  sont  à angles  droits. 

Exemple  III.  Rapporter  la  parabole  de  l’équation 

1 

y 1 — axy  + x*  — a y — 1 = o , 
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à un  système  de  diamètres  conjugués  capables  d’un  angle 
dont  la  tangente  = 1 . Les  coordonnées  de  l’origine  sont 

a — — 1,  b =z  o ; 
on  est  ensuite  conduit  à ces  déterminations 

tan  g a.  •=  i f tang  «'  = oo , 
et  on  obtient  pour  équation  réduite , 

y — x'ÿz  — o. 

On  observera  qu’à  l’équation  de  condition  sous  laquelle  le 
coefficient  du  rectangle  disparaît , et  qui  est 

tang  <t (tang a! — 1)  — (tang* — 1)  — o,  d’où  tang<*  = i , 
on  doit  joindre  celle-ci 

tang  (a'  — et  ) = 1 , 
qui  est  fournie  par  l’énoncé  de  la  question. 
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CHAPITRE  IX. 

Des  tangentes,  normales,  soutangentes , sounormales 
aux  courbes  du  premier  ordre , théorèmes  généraux 
sur  ces  courbes  , et  problèmes . 

77.  L a tangente  à une  ligne  du  second  degré,  est  une  droite  qui 
n’a  qu’un  point  de  commun  avec  cette  courbe , et  qui  la  laisse 
toute  entière  d’un  même  côté.  La  première  condition  seule  serait 
insuffisante  pour  caractériser  la  tangente  ; car  l’axe  principal 
de  la  parabole  qui  n’a  qu’un  point  commun  avec  la  courbe , 
n’est  pas  une  tangente,  mais  une  sécante. 

78.  Nous  résoudrons  la  question  des  tangentes , en  partant 
de  l’équation  la  plus  générale  du  second  degré  entre  deux 
variables. 

Soit  donc  l’équation  générale. 

A y*  + B xy  + Cæ“  + + Ex  + F = o (1) 

aux  coordonnées  rectangulaires , et  soit  (fig.  72)  M'  le  point 
a/y'  auquel  on  doit  mener  une  tangente:  comme  ce  poirt 
est  l’un  de  ceux  de  la  courbe , ses  coordonnées  x'y'  doivent 
satisfaire  à l’équation  (1)  : on  aura  donc  en  même  temps 

A 4-  Bx'y  4-  Cx'“  4-  D/  4-  Ex'  4-  F = o. . . . (a). 

Par  le  point  M'  nous  supposerons  une  sécante  SM'M"  qui  de- 
viendra la  tangente  cherchée  TM't,  en  la  faisant  tourner  autour 
de  M'  jusqu’à  ce  que  le  point  M"  coïncide  avec  M'  : car  alors 
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les  deux  conditions  qui  caractérisent  la  tangente , seront  satis- 
faites. L’équation  de  cette  sécante  est 

y — y'  = a (x  ~ *")•  • • , 

d'où  a = , 

x et  y représentant  les  coordonnées  de  l’antre  intersection  M", 
et  a la  tangente  de  l’angle  Or  la  portion  M'M"  de 

la  sécante , peut  être  considérée  comme  un  rayon  vecteur  dont 
l’origine  fixe  est  en  M'  : si  donc  on  désigne  par  r la  longueur 
variable  M'M",  à raison  des  différentes  positions  que  peut 
prendre  le  point  M"  sur  la  courbé , et  par  <p  l’angle  dont  la 
tangente  est  = a , on  trouve 

y — y'  = r sin  <p , x — x1  = r cos  ? , 

et  de  là 


(4) y~y'  + r sinip,  x = x'  -f-  r cos  p . . . . (5). 

Si  donc  on  substitue  dans  (î)  les  valeurs  (4)  et  (5)  et  qu’on 
réduise  d’après  (a)  le  résultat  de  cette  substitution  , on  n’aura 
plus  que  deux  sortes  de  termes , les  uns  multipliés  par  et 
les  autres  multipliés  par  r\  ensorte  que  l’équation  réduite 
pourra  être  mise  sous  la  forme 

„ r(rM  + N)  = o....(6): 

ces  deux  valeurs  de  r sont  les  distances  de  l’origine  M'  aux 
deux  intersections  M'  et  M"  de  la  courbe  avec  la  sécante , et 
il  arrive,  en  effet,  que  l’une  de  ces  valeurs  de  r,  celle  qui 
exprime  la  distance  de  M'  à M'  est  nulle , comme  le  montre 
l’équation  (6)  qui  se  décompose  dans  celles-ci 

r = o,  rM  + N = o (7); 


on  tire  de  la  seconde 


N 

M 


= M'M". 
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Actuellement  si  l’on  veut  que  la  ligne  M'M"  devienne  tangente 
en  M',  on  imaginera  qu’elle  tourne  autour  de  M'  en  sortant 
de  la  courbe,  jusqu’à  ce  que  M"  coïncide  avec  M',  et  alors 
cette  ligne  n’aura  plus  qu’un  point  commun  avec  la  courbe 
qu’elle  laissera  toute  entière  d’nn  même  côté  : cette  condition 
sera  remplie,  en  disant  que  la  seconde  valeur  de  r est  nulle, 
c’est-à-dire , en  supposant  N = o. 

On  est  donc  conduit  à ce  calcul  très-simple  : on  fera 
dans  (i)  les  substitutions  (4)  et  (5)  , on  omettra  les  termes 
indépendans  de  r , qui  répètent  l’équation  (2)  , et  on  ne  for- 
mera que  les  coefficiens  de  la  première  puissance  de  r,  dont 
la  somme  égalée  à zéro  donnera  pour  la  détermination  de 
l’angle  4 entre  l’axe  AX  et  la  tangente  tM'T  , cette  équa- 
tion 

2Ay*  si  n p -f-  B (.r'  smp  -]-y'  cosp) 

+ aCx'  cosp  -f-  Dsinp  -f-  E cosp  = o 


de  laquelle  on  déduit,  après  la  division  par  cos  p , 


tang  p c=  a = — 


By'  -f-  iCx'  -f  E 
aAy  + Bx'  + D’*”'-  ; 


Cette  valeur  de  a reportée  dans  (3)  donne  cette  équation  de 
la  tangente 


, Bv'  + zCx'  -f-  E , . . 

y y =--2A/  + B*'  + D(j:  x0-'(9); 


dans  laquelle  x et  y sont  les  coordonnées  générales  de  la 
tangente,  et  x',  y'  celles  du  point  de  tangence. 


79.  On  nomme  soutangente  la  portion  TP'  (Gg.  72)  de  l’axe 
des  abscisses,  comprise  entre  le  pied  de  l’ordonnée  au  point 
de  tangence,  et  la  rencontre  avec  l’axe  :or  si  l’on  fait  y =0 
dans  l’équation  (9)  de  la  tangente,  la  valeur  correspondante 
de  x — x'  représentera  AT  — AP'  = — TP'  qui  est,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  la  soutangente  : on  la  portera,  à partir 
du  pied  P'  de  l’ordonnée , et  dans  un  sens  toujours  indiqué  par 


\ 
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la  position  dn  point  M'  de  tangence  sur  la  courbe.  On  aura 

donc 


soutang  = 


(a  Ay'  -f  Bx'  -f-  D)  y' 
By+aCx-'+E  ‘ 


.(10). 


80.  On  appelle  normale  à une  courbe,  la  perpendiculaire 
M'N  à la  tangente  au  point  de  tangence.  Si  l’on  désigne  par  a 
la  tangente  de  l’angle  M'NX,  on  doit  avoir  entre  a!  et  la  tan- 
gente a la  relation  aa!  -f-  1 — o , d’où  a'  = — - : ainsi  l’é- 

a 

quation  de  la  normale , sera 


v _ v'  — gA/  + Bx.  +J?  (r  — jA 

y y aCx-'  + E K J ’ 


• 00, 


I 


x et  y étant  les  coordonnées  générales  de  la  normale. 


81.  La  sounorma/e  est  la  portion  P'N  de  l’axe  des  abscisses, 
comprise  entre  le  pied  P'  de  l’ordonnée  et  la  rencontre  N de  cet 
axe  par  la  normale  : si  donc  on  fait  dans  (1 1)^<  = o , la  valeur 
correspondante  de  x — x'  = AN — AF' = P'N  ser^  cette  sou- 
normale,  et  on  aura 


(Py'  + fl(V  + E)y' 
Ay+Bx'+D  ' 


. .(ia). 


La  soutangente  et  la  sounormale  ont  des  signes  contraires,  et, 
en  effet,  ces  lignes  s’étendent  sur  l’axe,  à partir  de  P',  dans 
des  sens  contraires.  11  est  aisé  de  prouver  qu’abstraclion  faite 
du  signe,  le  produit  de  la  soutangente  parla  sounormale  esty. 


8a.  On  sait  que  les  courbes  qui  admettent  un  centre  sont 
comprises  dans  l’équation 

AT y*  -f-  Na-*  -}-  P — o, 

identique  avec  la  proposée , en  posant  A = M,  Bt=o,C  = N, 
D = o,E=o,F=P;  reportant  ces  valeurs  dans  (8)  t (9) , 
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(10),  (il)  et  (is) , on  troirre 

Nx' 

° = -m7 (l3)* 

y — y = — ^ (*—*')•.• -04).  ^ 

s°ut  = (i5), 

:y-/  = 

Nx' 

sounorm.  = — (17).  ' 

r ' * l 

Pour  les  courbes  rapportées  au  sommet  et  a un  axe  symé- 
trique, et  représentées  par 

My*  -f  Nx2  + Qx  = o , 

on  a 

A = M , B = o , C = N , D = o,  E=  Q,  F=o<- 
et 

aNx'-f-  Q 

° ~~  a%'~ ^l8^' 

, aNx'-f-  Q 

y- y = ^-^(x-x)....(i9), 

2My/*  * ' 

„80Ut=i  5!^+q: (20)*  . . 

y -J** 

sounorm.  = — ............  (23) , 

7*  83.  Théorème  I.  i°.  Si  par  un  point  pris  arbitrairement  sûr 
le  plan  d'une  ligne  du  second  degré  , on  mène  une  suite  de 
sécantes , et  si  par  les  deux  points  d' intersection  de  chacune 
d'elles , avec  la  courbe , on  mène  à cette  même  courbe  deux 

11 
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tangentes  terminées  à leur  point  de  concours , les  tangentes 
qui  aboutissent  aux  extrémités  d'une  même  sécante , formeront 
une  suite . d angles  circonscrits  dont  les  sommets  seront  tous 
sur  une  même  ligne  droite.  a°.  Si  [on  circonscrit  à une  ligne 
du  second  degré , une  suite  d’angles  dont  les  sommets  soient  sur 
une  même  droite  , située  comme  on  le  voudra  sur  le  plan  de  la 
courbe , les  sécantes  qui  joindront  les  points  de  contact  des 
côtés  de  ces  angles  avec  la  courbe , concourront  toutes  en  un 
même  point. 

Pour  démontrer  la  première  propriété  ,•  nous-  observerons 
d’abord  qu’une  ligne  du  second  degré  étant  tracée  sur  un 
plan , il  existe  toujours  une  infinité  de  systèmes  d’axes  soit 
rectangulaires , soit  obliques , tels  que  la  courbe  rapportée  à 
ces  axes  , prenne  la  forme 


aya  -1-  ex 1 -j-  dy  -f-  ex  = o . . . . (e3)  , 


l’origine  étant  en  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Si  par 
un  point  a/,  y pris  sur  la  courbe  , on  lui  mène  une  tangente  , 
'son  équation  sera , d’après  la  formule  (9) , 


y — y = 

d’où  l’on  déduit 


2 ex'  + e 
zay'  -\-d 


(x  — x') , 


> 


(aex'+e)  (x  — x')  + (aoy'  + <0  (y  — y')  — 0 > 


équation  qu’çn  pourra  mettre  sous  cette  forme 

(aex'-f-  e)  x -f-  (aoy'-j-  d)  y = zay'2-\-  2 cx'“-f-  + ex'  > 

mais  parce  que  le  point  x',  y'  est  sur  la  courbe",  on  doit 
avoir 

c/a-f-  cx'a+  dy'  + ex' •=  o (24)  : 

en  ajoutant  le  double  de  cette  dernière  équation  à la  précé- 
dente , et  réduisant , l’équation  de  la  tangente  prend  cette 
forme  très-simple 

(acx'-j-e)x  (any'-f- d)  y ex' dy'  = 0. . . .(a5). 
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Supposons  que  l’on  se  propose  de  mener  à la  courbe  une 
tangente  par  un  point  extérieur  P , ayant  * et  C pour  ses  coor- 
données : la  question  se  réduira  à déterminer  les  coordonnées 
x',  y'  du  point  de  contact , qui , dans  l’équation  (20) , de- 
viendront des  inconnues  ; de  plus  , comme  le  point  de  contact 
est  sur  la  tangente  représentée  par  (a5)  , cette  équation  doit 
avoir  lieu  en  changeant  x en  a. , et  y en  C : elle  devient 
alors 

(2 cx'-f-  e)  a.  -J-  ( 3 ay+  d)  C -f-  ex'-f-  dy'  = o. . j . .(26)  , 
c’est-à-dire , 

( a cet  -f-  e ) x'  -|-  ( aaC  -f-  d)y'  -j-  en  dG  = o (37)  ; 

on  aura  donc  les  coqtdonnées  x',  y'  du  point  de  contact , 
en  combinant  cette  dernière  équation  avec  l’équation  (2 4)  , 
ou , ce  qui  revient  au  même , en  combinant  l’équation  (23) 
avec 

( 2c«c  -+•  e ) x -f-  ( zaC  -f-  d ) y -f-  (ea  + dS)  — o..  ...  (2/); 

ce  qui  donnera  nécessairement  deux  points  de  contact.  Mais  il 
sera  plus  facile  de  construire  les  lieux  géométriques  de  ces 
deux  équations,  lieux  dont  les  intersections  seront  les  points  de 
contact  cherchés  : or  de  ces  deux  lieux , le  premier  (23)  .est  tout 
construit,  puisque  c’est  la  courbe  elle- même;  et  comme. le 
second  ( 27'  ) est  une  ligne  drojte , il  s’ensuit  que  les  deux 
points  de  contact  cherchés  devant  être  en  même  temps  sur  la 
courbe  et  sur  la  droite  (27')  , cette  droite  ne  peut  être  que  celle 
qui  joint  les  deux  points  de  contact. 

Ainsi  le  sommet  P d’un  angle  circonscrit  à une  ligne  du 
second  degré,  étant  donné , il  est  facile  de  déterminer  la  droite 
(27')  qui  joint  les  deux  points  de  contact  des  deux  côtés  de 
l’angle  avec  la  courbe.  , 

Le  problème  inverse , c’est-à-dire  , celui  qui  aurait  pour 
objet  de  déterminer  le  sommet  P de  l’angle  circonscrit,  par 
la  connaissance  de  la  droite  (27')  qui  passe  par  les  points  de 

11.. 
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contact , reviendrait  à considérer  les  coordonnées  et  et  £ ’du 
point  P,  comme  des  inconnues  dans  l’équation  (28)  , et  à les' 
déterminer  , en  exprimant  que  cette  équation  est  identique  avec 
celle  de  la  droite  donnée. 

Supposons  actuellement  que  le  point  P soit  variable  de  posi- 
tion , la  droite  (27')  le  sera  pareillement  ; assujétissons  cette 
droite  à passer  constamment  par  un  certain  point  G ayant  g 
et  h pour  ses  coordonnées  : nous  exprimerons  cette  circonstance 
par  l’équation  ■ * 

( 2 cet  -f-  e ) g -j-  ( 2 aC  -f-  d)  h -f-  eet  -}-  d£  = o , J 

qui  revient  à celle-ci, 

( 2 cg  + e)  et- f-  ( 2aà  -f-  d ) £ -\-  eg  dh  = 0; 

cette  équation , en  y changeant  a.  et  £ en  x et  y , est  celle 
du  lieu  de  tous  les  points  P qui  répondent  aux  diverses  po- 
sitions que  peut, prendre  la  droite  autour  du  point  G : l’équation 
de  ce  lieu  sera  donc 

* . * • • / 

( Zcg  + e ) x + (arz&  -|-  d ) y + eg  4-  dh  = o (28)  , 

qui  représente  une  droite.  D’où  résulte  le  théorème  premier  (*). 


(*)  On  peut  appliquer  ce  qui  vieux  d'étre  dit  à la  courbe  de  Inéquation  2y*  -f.  x ■ 

= Je  diamètre  FH  a pour  coordonnée  — 7 , les  abscisses  de* 

4 

intersections  de  la  courbe  avec  ce  diamètre  sont  x = — o,5±o,  6,  etc.  ; 
la  courbe  coupe  Taxe  des  x dàns  les  deux  points  x = o,  x = — 1,  et 

l’axe  des  y dans  les  points  y = o,  y ~ Soient  *=r  1 , C = — t 

les  coordonnc'es  du  point  P$  comme  on  a <7  = 3,  c = 1 , J = 1,  é = 1 , 
lequation  (27*)  deviendra  y = x } les  intersections  de  cette  droite  avec  h 

courbe , sont  données  par  3jt 2 -f-  ix  = o ; d’où  x-=xo,  x — — ~ ; à la  pre- 

2 

. mière  valeur  de  x répond  y ===  o : avec  la  seconde  on  prendra  y = — ^ t si 
4»  chacun  de  ces  points  ar  = o et  y — o,  x = — ^ et^*  = — on  mène 
une  tangente , on  trouvera  pour  équation  de  la  première  y = — x , et  pour 
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. De  même  que  le  point  G étant  donné  arbitrairement,  on 
peut  toujours  déterminer  une  droite  qui  ait  avec  lui  la  relation 
•exprimée  par  le  théorème , on  peut  réciproquement , lorsque 
cette  dtoite  est  donnée  , déterminer  un  point  G qui  soit  lié 
.avec  elle  par  une  semblable  relation  : il  ne  s’agit , en  effet , 
que  de  regarder  comme  inconnues  dans  l’équation  de  la  droite 
(28)  , les  coordonnées  g et  h du  point  G , et  de  les  déterminer 
en  exprimant  que  cette  droite  est  identique  avec  celle  de  la 
* droite  donnée.  De  là  résulte  le  théorème  20.  qui  est  l’inr 
verse  du  premier. 

A cause  de  la  relation  qui  existe  entre  le  point  G .et  la 
droite  qui  est  le  lieu  des  sommets  des  angles  circonscrits  , ce 
point  a été  appelé  le  pôle  de  cette  droite,  et  on  peut  appeler 
la  droite  la  polaire  du  point  G. 

■ ' Si  dans  les  équations  (23)  "et  (28)  on  suppose  d=zo,  ces 

équations  deviendront 


ay“  -f-  de1  -j-  ex  r=  o 
( 2 cg  -f-  e ) x -j-  zahy  -f-  eg  — o 


l’axe  des  x sera  un  diamètre  de  la  courbe , et  l’axe  des  y> 
tangent  à la  courbe,  sera  une  parallèle  à son  conjugué.  Si  Ton 
veut  maintenant  que  la  droite,  lieu  des  sommets  , soit  parallèle 
à l’axe  des  y , il  faudra  que  le  terme  en  y disparaisse  de  l’équa- 
tion (29)  : on  devra  donc  avoir  fi  — o;  et  réciproquement, 
lorsque  h sera  nul , quel  que  soit  d’ailleurs  g-,  la  droite  devien- 
dra parallèle  à l’axe  des  y.  De  là  résultent  plusieurs  consé- 
quences curieuses  que  nous  laisserons  à tirer. 


«quation  île  la  seconde  , r = — r — : les  coordonnées  de  l’intersection  do 

a 5 , 

ces  tangentes,  seront ar  = «t=i , yr=C=—T.  Soient  h=—  g——]  les 

coordonnées  du  point  G qui  est  l’intersection  de  la  sécanie  Y *=•  x ave»' 
e diamètre  FH  j rn  reportant  ces  valeurs  dans  IVquaiion  (28) , on  obtient 
r ^=s  « =1  1 j d’où  Ton  conclut  que  le  lieu  des  points  P est  une  parallèle  h 
l’axe  des  y.  1 
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84.  Nous  donnerons  sans  démonstration,  un  procédé  gra- 
phique qui  n’exige  que  la  règle,  pour  mener  une  tangente  à une 
ligne  du  second  degré  , i°.  par  un  point  extérieur  P;  20.  par 
un  point  P pris  sur  ,1a  courbe. 

i*.  Soit  (Eg.  73  ) ABCD  la  courbe  , et  soient  menées  par 
le  point  donné  P , extérieur  à la  courbe  , les  deux  sécantes  ar- 
bitraires PDA , PCB  : soit  E le  point  de  concours  de  AB  et  DC , 
et  soit  F le  point  de  concours  de  AC  et  BD  ; en  menant  EF  qui 
coupe  la  courbe  en  G et  H , ces  deux  points  seront  ceux  de  con- 
tact de  la  courbe -avec  les  tangentes  par  P. 

a0.  Soient  pris  arbitrairement  les  trois  points  A , B , D 
( Eg.  74  ) : soient  M le  point  de  concours  de  AB  et  DP , N le 
point  de  concours  de  AD  et  BP  : en  faisant  varier  la  position 
de  l’un  ou  de  l’autre  des  points  B et  D,  ou  des  deux  à la 
fois , et  répétant  la  même  construction  , on  obtiendra  une 
nouvelle  droite  M'N'  dont  l’intersection  R avec  la  première , 

sera  un  des  points  de  la  tangente  cherchée  RP. 

4 

j 85.  Théorème  II.  Si  deux  cordes  se  coupent  dans  une  ligne 
du  second  degré , le  produit  des  segmens  de  f une  est  au  produit 
des  segmens  de  [ autre  , dans  un  rapport  constant. 

Si  l’on  divise  l’équation  générale  par  le  coefficient  de  y*, 
on  aura  celle-ci 

y*  -f-  axy  -f-  bx*  ■+ -cy  + dx-\-f—  o> 

qui  ne  renferme  plus  que  cinq  coefficiens  , et  que  nous  écri- 
rons ainsi , 

1 j'*-4"(aa:  + c)y-f-(  bx * -f-  dx  -f-  f)  = o : 

supposons  que  la  courbe  de  cette  équation  f Eg.  75  ) soit 
rapportée  à deux  axes  AX , AY , faisant  entr’eux  un  angle 
quelconque  donné  : pour  une  abscisse  quelconque  x = AP 
dont  les  coordonnées  sont  Pm  et  PM  , on  a 

bx 1 -f-  dx  -f-  f — Pm  X PM-  • • . .(3o)  : 

k 
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W , pour  y — o , la  proposée  se  réduit  à 


167 


* -l 

dont  les  racines  sont  x — AB , x — AC  : on  a donc 
xa  -}-  j x +■-=  (x  — AB  ) (x — AC) (3i), 


bx 1 -f*  dx  =o=Æ4-f^x  + 


«t  conséquemment , 

i Pm  X PM  = (x — AB)  ,(x  ~~  AC); 

remettant  pour  x l'abscisse  AP,  on  obtient  cette  propriété 
énoncée , 

PB*PC  - i (3a) 

Si  la  courbe  est  un  cercle,  on  a b = J , et  on  retombe  sur 
la  propriété  connue  des  sécantes.  De  là  résultent  ces  consé-« 
quences  remarquables. 

Si  dans  la  parabole  ( Gg.  76  ) , nous  prenons  pour  axe  dea 
abscisses  le  diamètre  FH  qui  divise  également  les  cordes  mm , 
MM,  parallèles  à l’axe  des  y,  et' qui  rencontre  la  courbe  au 
point  a,  et  en  un  autre  point  inGniment  éloigné,  on  aura. 


PM 


t,  a a » v * * tfl  DTTl 

a apres  ( 3a  ) , ces  quobens  constans  ^ , — , et 

^ H Pa  X 00  pa  X 00 

de  l’égalité  de  ces  rapports , on  tire 

PM*=  P—  X Pa, 
ê pa 

—a 

e’est-à-dire , en  faisant  PM  = y , Pa  = x , — = zp',  cette 
équation 

y*  = ap'x: . . . . .(33). 

Dans  l’ellipse  ( Gg.  77)  , le  diamètre  FH  rencontre  la  courbe 
en  a et  a'  : faisant  Ca  =C«'  =A',  G»  =s  C#  = B',  la 
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propriété  (32)  deviendra  * 

• PM*  _ cT  _ p1 

ï a X Pa'  — Cax  Ca'  — Â7*  ' 
d’où  l’on  déduit 

y =*  (aA'x  — xx)...  .(34), 

en  faisant  PM  = y,  aP  = x.  Si,  pour  porter  l’origine  au 
centre  , on  fait  x = A'  — x , on  aura  cette  équation  aux  dia- 
mètres conjugués  « 

B'* 

y = a^(A'*-x'*).....(35). 


Pour  l’hyperbole  (fig.  78)  , on  a 


PM 

Pu  X Pa' 


= const.  ; 


on  peut  toujours  supposer  cette  constante  égale  au  rapport1 
entre  un  carré  B'*  et  celui  de  Ca  = A'  : conséquemment  on 
aura 


B'» 


y*  = -rü  C2^'*  +**)••••  (36), 


en  posant  aP  = x : on  définira  B'  en  transportant  l’origine  au 
centre  C de  la  courbe , ce  qui  donnera  la  transformée 

y — ^77  (x'“—  A'1)  . (37)  ; 

d’où , pour  x'  = o , on  conclura  * 


y = ± B'  V—  1 : 

ainsi  B'  est  encore  le  coefficient  de  — 1 dans  l’ordonnée 
imaginée  qui  répond  à x = o. 

Il  serait  aisé  de  s’assurer,  à priori , que  les  axes  auxquels 
nous  venons  de  rapporter  les  trois  courbes , sont  des  axes  ou 
des  diamètres  conjugués.  Nous  observerons  d’abord  qu’ayant 


1 
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pris  pour  l’ellipse  et  l’hyperbole , l’origine  au  centre , l’équa- 
tion générale  est  réduite  à 


' A ya  -f-  B xy  -f-  Cx’  -f-  F'  = o ; 

qu’on  fasse  maintenant  les  substitutions 

y — x'  sin  sin  x = x'  cos  <t  -J -y'  cos  <*'  • 

qui  font  passer  d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un  sys- 
tème d’axes  obliques,  et 'qu’à  l’effet  de  rapporter  la  courbe 
à un  système  de  diamètres  conjugués  (chap.  Y 111),  on  égale  à 
zéro  le  coefficient  du  rectangle , on  aura  la  condition 

2 Asin  et  sin  et'  4-  aC  cos  et  cos  *'  -f-  B (sin  * cos*'  -J- s in*'  cos  *) = o , 


divisant  par  cos*  cos*',  il  viendra 


’uA  tang*  tang  «'  + B tang*  -{-  B tang  *'  -f-  aC  = o. 

B 

Si  maintenant  on  pose  tang*= — — qui  est  la  tangente 

de  l’angle  que  fait  le  diamètre  FH  avec  l’axe  des  abscisses  (3o) , 
tfis-  4g],  on  aura 


, BJ—  4 AC 

tang*  = — co 


or  l’angle  *'  étant  droit , il  s’ensuit  que  l’axe  C'C  conjugué  de 
FH , est  perpendiculaire  sur  l’axe  primitif  des  abscisses , ou 
sur  sa  parallèle  passant  par  le  centre.  Ainsi  le  diamètre  FH , 
et  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  l’axe  primitif  des 

abscisses  sont  des  axes  conjugués.  Pour  la  parabole , tang*'  = 


S 


86.  Théorème  III.  Toute  droite  menée  par  les  milieux  de 
cordes  parallèles  , dans  une  ligne  du  second  degré , va  passer 
par  le  centre  , si  la  courbe  admet  un  tel  point.  t 

Reprenons  l’équation 

A y*  -j-  Bxy  -j-  C-c*  + F = °, 
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qui  est  celle  d’une  courbe  rapportée  à son  centre  (53)  : lequa-> 

tion  (4),  [ chap.  VII)  , se  réduit  à 

(aCa'  + B)  X -f-  ( aA  -f  Ba')  Y = o , 
et  elle  représente  une  droite  passant  par  le  centre  ; donc  etc; 


&7-  Théorème  IV.  Dans  la  parabole,  toutes  les  droites  qui 
divisent  également  des  cordes  parallèles,  sont  parallèles  entre 
elles , quelle  que  soit  C inclinaison  de  ces  cordes. 

La  même  équation  (4) , f chap.  VII 3 donne 

sCa'+B 
2 A + Ba' 

* î 

pour  tangente  de  l’angle  entre  l’axe  des  abscisses  et  la  droite 
qui  divise  également  les  cordes  parallèles  : il  suffit  de  prouver 
que  cette  expression  est  indépendante  de  a'  : or,  par  la  division, 
on  trouve  , pour  la  parabole , 

3Ca'4B^aC  Bs— 4AC  ' _ nC  B 
Bcz'4 aA  B ‘ B ( Ba'4  2A)  B ~ aA’ 

tangente  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  x le  diamètre 
donné  par  la  partie  rationnelle  des  valeurs  de  y. 


88.  Théorème  V.  Si  par  le  sommet  commun  de  deux 
courbes  semblables  dont  les  grands  axes  coïncident,  on 
mène  à volonté  deux  cordes  AB , AB'  ( fig.  79  ) , ces  cordes 
seront  coupées  proportionnellement  par  la  courbe  intérieure  , 
et  conséquemment  les  cordes  BB',  DD'  seront  parallèles. 

On  appelle  ellipses  ou  hyperboles  semblables  , celles  pour 


lesquelles  on 


B * IP 

3 A*  ~ A'* 


A et  A'  étant  les  demi-grands 


axes , B et  B'  les  demi-petits  axes.  Les  paraboles  sont  donc 
des  courbes  semblables.  , 

Soient 

y * = 4 nx , 

y “ = mx*  4 n'x  > 


y 
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les  équations  de  deux  courbes  stemblables  de  même  dénomi- 
nation , et 

y = ax  , y = a'x  , 

celles  des  deux  droites  AB  , AB'  passant  par  l’origine  A : 
en  les  combinant  avec  chacune  des  deux  premières  , on 
troüve  aisément 

AK  = ' 

AD=^'/si+r-  ***  = yér;  t7^ « 

d’où  l’on  conclut 

AB  n AB' 

AD  ri  AD'" 

89.  On  peut  disposer  des  cinq  coefiiciens  de  l’équation 

y * + axy  + -f-  cy  -f-  dx  -j-  f =*o ....  (38)  , 

de  manière  à assujétir  une  ligne  du  second  degré  à passer  par 
cinq  points  donnés  : or , pour  faciliter  les  déterminations  de  ' 
ces  coefiiciens , on  pourra  faire  passer  chacun  des  axes  coor- 
donnés par  deux  des  cinq  points  donnés , ce  qui  fixera  la 
position  de  ces  axes  , et  conséquemment  l’angle  qu’ils  font 
entr’eux.  Ainsi  les  cinq  points  en  question  étant  (Gg,  80  ) 

A , M',  M",  M",  M1T,  ayant  pour  coordonnées  o , o et  y1, 
x"  et  y",  xw  et  y",  x,y  et  y'1,  l’équation  générale  ( 38  ) 
deviendra  , pour  le  point  A , 

• /=  o....(39), 

pour  le  pomt  M , 

/*■+■  cy'  +f  = o. . . . (40) , 

pour  le  point  M", 

y"*+ax'y+bx“>+  cy"+dx"+f  = o. . . .«0  , 
pour  le  point  M", 

.y”+  ^V+  ****+  cy”+  dx”+f  = O. ... (49)  , 


'l’Ji  PROBLÈME  DES  TANGENTES, 

enfin  pour  le  point  M‘T, 

bx'”+dx"+f  =.o.-. . (4^). 

« < 

On  observera  que  ces  équations  (3g) ....  (43)  étant  du  pre- 
mier degré  en  a,  b,  c,  d,f,  les  valeurs  de  ces  inconnues 
Seront  réelles  et  possibles  : après  les  substitutions  de  ces  va- 
leurs dans  (38),  la  courbe  de  cette  équation  passera  par  les 
cinq  points  donnés.  Si  la  courbe  doit  être  une  parabole,  on 
aura  égard  à la  condition  a1  — ^b  — o,  qui  servira  à déter- 
miner l’une  des  cinq  constantes. 

>. 

go.  Nous  pouvons  donc  résoudre  les  deux  problèmes  suivans , 
dont  la  solution  est  fondée  sur  la  question  précédente  et  sur 
l’analyse  des  tangentes. 

Problème  I".  Etant  donnés  les  trois  points  B,  C,  E et  la 
droite  AF , assujétir  une  courbe  du  premier  ordre  à passer 
par  ces  trois  points  et  à toucher  la  droite  AF  en  un  point  A 
donné  ( fig.  8i 

L’énoncé  comprend  cinq  conditions  qui  suffisent  pour  définir 
la  position  de  la  courbe. 

Ayant  mené  la  droite  AC  par  deux  des  qtiatre  points,  et 
la  droite  BE  par  les  deux  autres  , on  prendra  AC  pour  axe  des 
abscisses , et  pour  axe  des  y une  parallèle  Y Y à BE  passant 
par  A , ensorte  que  le  point  A sera  l’origine  des  coordonnées. 
Pour  le  point  A,  on  a x = o , y = o ; pour  le  point  C , 

y = o , x = / ; pour  B , x = AH  = g , y =:  HB  = h ; enfin 

pourlepointE,  x = AH  :=  g , y = I1E  — — k.  Ainsi  l’équa- 
tion générale 

y*  -f-  axy  -f-  èx2  -f-  cy  -f-  dx  -\-f  ~ o 
donne  ks  quatre  conditions  suivantes 

f—  o (44), 

J/V+d/=±:o....(45), 

A1  + agh  -f-  bg * ch  dg  = o.  t . . (4*5)  i 

A2  — agh  + b g*  — ck  -{-dg  — o.  v . (47)  i 
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l’ équation  (45)  donne  ' ■>  ■ 

d—  — W,...(4  8), 

dont  la  substitution  dans  (46)  et  (47)  donne 

h*  + agh+  bg'  + ch  — blg  = o. . . .(4g)  , 
k*  — agk  bg* — ch  — blg  — o \ ( 

retranchant  la  dernière  de  la  précédente , on  trouve 

h*—k*  ~ f-  ag,(ù-4-/t)-f-C(ù  + /i)  = o, 

dont  la  division  par  h -\~k  donne 

_•  h — k-\-  ag-\-,  c — o. . . .(5o). 


Multipliant  par  h , et  retranchant  le  produit  de  (4g) , il  viendra 


hk 


hk 


bg*-lrhk  — blg  = o>  d’où  b = y— ■■■■■■=  , ■ 

ST  S > lg_g>  g(l-g)- 


Ainsi,  d’après  (48) 


et  d’après  (5o) 


’ Ihk  . 
gV  — g)’ 


l- 


II  reste  à déterminer  c,  d’après  la  condition  que  la  courbe 
touche  la  droite  AF  en  A.  L’équation  de  AF  rapportée  à l’ori- 
gine A et  aux  axes  de  la  courbe , est 


y = mx , 

HF  p 

en  observant  que  m ~ . TÎ  ~'-,p  étant  HF.  Si  l’on  subs- 
AH  g r 

titue  cette  valeur  de  y dans 

. y*  + axÿ  ■+•  bx1  -f-  çy  + dx  ■=.  o , 

l’équation  résultante  donnera  les  abscisses  x des  intersections 
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de  la  courbe  et  de  la  droite,  et  on  aura,  après  les  réductions , 


(cm  4-  d) 

b + am  + ma 


mais  la  droite  deviendra  tangente  en  A,  si  le  second  point 
d’intersection  vient  se  réunir  au  point  A dont  l’abscisse  x = o ; 
on  posera  donc 


cm  -(-  d 
b -f-  am  4-  m“ 


= o. 


d’où  cm  -f-  d = o , 


et  de  là  on  déduit 

d dg  Ihk 

C~~~  m~~~y  ~ p(l  — g)’ 


ainsi  tous  les  coefficiens  a,  b , c. . . .f  sont  connus,  et  consé- 
quemment on  pourra  construire  la  courbe. 

Problème  II.  Etant  donnés  le  point  B,  et  deux  droites  AT, 
ÇT  , décrire  une  courbe  qui  passe  par  B et  qui  touche  chacune 
des  droites  dans  les  points  A et  C (Gg.  8a). 

Cet  énoncé  comprend  cinq  conditions  qui  assujétissent  la 
courbe  de  position.  On  prendra  la  ligne  AT  pour  axe  des 
ordonnées  et  AC  pour  axe  des  abscisses.  L’équation  de  AT  est 

x = o , 

dont  la  substitution  dans 

y'1  -j-  uxy  -f-  bx%  -f-  cy  -f-  dx  -\-f  = o 


et  conséquemment  c — o sera  la  condition  sous  laquelle  la 
droite  AT  touche  la  courbe  en  A : l’équation  générale  de- 
vient donc 

y 1 axy  -J-  bx*  -f-  dx  -\-f  ~ o. 

, On  a d’ailleurs  f — o , parce  que  le  point  A est  sur  la 
courbe.  Soient  encore  x = g,  y — h les  coordonnées  du  point 
B : cette  derrière  équation  deviendra , après  la  suppression  de  f, 

À1 4-  agh  -J-  bg-  -f  dg  = o. 


I 


! 
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De  plus , à cause  de  AC  = / et  y = o , on  a la  condition. 

bl*  -{-  dl=.  o,  d’où  d — — bl. 

.La  courbe  doit  toucher  en  C la  ligne  CT  qui  a pour  équation 

mx  , 

* = “ -r+m, 

,m  désignant  la  longueur  connue  AT  : écrivant  cette  valeur 
dans 

, y 2 -f-  axy  -f-  bx*  -f-  dx  = o , 

on  aura  , en  remplaçant  d par  — bl,  ces  deux  abscisses  des 
intersections  de  la  courbe  et  de  la  droite  CT, 

i i /(2m2  + bl 2 — ami ) ± (bP—*  amP  ) 

X 3(m2 — ami  + b P) 

pour  dire  que  les  deux  points  se  réunissent  en  un  seul,  il 
faut  poser 

. bP — ami*  — o,  d’où  , 

1 771 

par  cette  valeur  de  a,  celles  de  x deviennent  égales , et  cha- 
cune d’elles  est 

x ■=■  l = AC. 

Ainsi  tous  les  coefficiens  a,  b , c,  d,  f étant  ou  pouvant  être 
évalués  , on  pourra  construire  la  courbe  qui  satisfait  aux  condi- 
tions énoncées. 

91.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  intersections 
d’une  courbe  du  premier  ordre  avec  une  droite  et  avec  une 
autre  courbe  du  premier  ordre.  Ces  intersections  étant  autant  de 
points  communs  aux  deux  lignes  qui  ne  peuvent  en  admettre 
plus  de  quatre,  lorsqu’elles  sont  du  second  degré,  la  question 
conduit  à trouver  les  couples  de  solutions  qui  satisfont  aux  équa- 
tions proposées , solutions  qu’on  obtiendra  par  la  méthode 
connue  de  l’élimination  (Alg. , chap.  XXV)  qu’il  sera  bon  de 
combiner  avec  la  discussion  (chap.  IV). 

Problème  I".  Trouver  les  coordonnées  des  . intersections  des 
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lignes 

y~lx>  y + oy  = x»-f&x; 

à cet  effet  on  éliminera  x ety  entre  les  deux  équations,  ca 
qui  donnera 

x = o,  y — o,  x = — b,  y = — a; 
ainsi  la  droite  rencontrera  la  courbe  dans  deux  points.  La 
centre  de  l’hyperbole  a pour  coordonnées  x = — - , y r=  — - , . 

^t  comme  elles  satisfont  à l’équation  de  la  droite,  il  s’ensuit 
que  cette  droite  passe  par  le  centre  de  la  courbe. 

Problème  IL  Assigner  les  coordonnées  des  points  communs 
aux  courbes 


y*  — 2xy  2xa  — a y — ax  = o, 
y1  — 2xy  -f-  2xa  — ax  = o : 

on  trouve  qu’elles  se  coupent  dans  les  points  x=o  ety  = o J 
x=  1 et  y = o. 

Problème  III.  Soit  le  système  des  deux  équations 


ya  — 2 xy  + x*  — 2 y — 1 = o , 
ya  — 2 xy  + x*  -+-  x = o 

qui  représentent  des  paraboles.  .On  obtient  ces  solutions 


x = — i , y — o;  x = — i,  y = — f, 

les  deux  courbes  se  coupent  donc  en  deux  points,  etc. 

Problème  IV.  Assigner  les  coordonnées  des  intersections  de 
l’ellipse  et  de  la  parabole  représentées  par 

y*  — 2 xy  -+■  2xa  — 2y  -4~  ax  — o,  \ 
y1  — 2xy  -J-  xa  -f-  x = o J 

on  a pour  système  de  solutions 


x—o>  y = o;  x = — i , y = o; 
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les  deux  autres  racines  x données  par  l’équation  finale  en  x,  sont 

x = i±k,.y/-7, 

93.  Nous  dirons  un  mot  de  la  construction  des  racines  des 
équations  des  troisième  et  quatrième  degrés.  Le  principe  de  ces 
constructions  consiste  à considérer  l’équation  proposée  comme 
le  résultat  de  l’élimination  d’une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions à deux  inconnues  ensorte  que  l’inconnue  de  l’équation 
à résoudre , étant  regardée  comme  abscisse , les  abscisses  des 
intersections  seront  les  racines  de  ]a  proposée.  Lorsqu’il  ne 
faut  employer  que  le  cercle  et  la  ligne  droite , la  construction 
est  dite  géométrique  ; elle  est  dite  mécanique , lorsqu’on  est 
obligé  de  recourir  à des  courbes  que  l’on  ne  peut  coilstruire 
que  par  points. 

Problème  I*.  Construire  les  racines  de  l’équation  complète 
du  troisième  degré 

x3  + px*  -+-  qx  + r = o.  , . . (1) ; 
si  l’on  suppose 

x»  = ky (q), 

y étant  une  nouvelle  inconnue  et  k une  arbitraire,  mais 
constante,  l’équation  (1)  deviendra  < 

kxy+pky  -+-  qx  -f-  r ==  o.  .,.(3)  ; 

l’équation  (1)  peut  donc  être  regardée  comme  le  résultat  de 
l’élimination  de  y entre  (2)  et  (3)  •,  la  première  rçprésente  une 
parabole , et  la  seconde  une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  (46).  Le  coefficient  k étant  arbitraire  , 
on  pourra  en  disposer  de  manière  à obtenir  les  courbes  les 
plus  faciles  à construire  , en  observant  cependant  que  k ne 
peut  être  zéro.  Les  abscisses  des  intersections , de  ces  courbes 
seront  lejs  racines  de  la  proposée. 

Problème  II.  Construire  l’équation  la  plus  générale  du 
quatrième  degré 

x*  px3  -f-  </xs  + rx  + s = o (i), 

13 


-=v — 
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on  posera  encore 

**  = hy (a)> 

et  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  x 1 dans  (1) , on 
trouvera 

ky  + pkxy  + qx*  + rX  + s = o, (3)  , 


équation  qui  sera  à une  ellipse  , à une  parabole  ou  à une 
hyperbole,  suivant  qu’on  aura 

P“  — 4*7  < o j = >0. 

Si  dans  (3)  on  remplace  x 1 par  ky , on  trouvera 


ky  + pkxy  + qky  + rx  + 5 = o (4) , 

équation  à une  hyperbole , à moins  qu’on  ait  p = 0 , auquel 
.cas  elle  appartiendrait  à une  parabole  : or , on  peut  toujours 
faire  cette  hypothèse , parce  qu’il  est  toujours  possible  de  faire 
disparaître  le  second  terme  d’une  équation.  En  supposant  donc 
p — o',  l’équation  (3)  peut  toujours  être  ramenée  à celle  d’un 
cercle  en  prenant  k‘—q:  on  aurait  alors 

+ .(5), 

équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


y+ 


4 r 


(6). 


équation  d’un  cercle  dont  le  centre  et  le  rayon  sont  connus. 
Donc  la  résolution  de  la  proposée  ne  dépendra  que  de  la 
construction  d’une  parabole  et  d’un  cercle. 

Nous  n’insisterons  pas  davantage  sur  ce  genre  de  construc- 
tions actuellement  plus  curieuses  qu’utiles  : d’ailleurs , les 
méthodes  numériques  pour  la  résolution  des  équations , au 
point  où  elles  sont  portées  aujourd’hui,  doivent  être  employées 
de  préférence , parce  quelles  donnent  toujours  une  précision 
à laquelle  les  opérations  graphiques  ne  peuvent  atteindre. 
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CHAPITRE  X. 


Des  équations  du  cercle , et  de  quelques  propriétés 
de  cette  courbe. 


93.  Soient  (fig.  83)  AX,  AY  deux  axes  rectangulaires 
auxquels  on  rapporte  ' la  position  des  points  du  cercle , 
x et  y les  coordonnées  AP , PM  d’un  point  quelconque  M , 
x'  = AP',  y ~ P'C  celles  du  centre  C donné  de  position  : 
en  désignant  par  r le  rayon  connu  du  cercle  , on  a pour  tout 
point  M de  la  circonférence 

r*  —pÜl  + £c‘=  (MP  — CP')‘  + ( AP  — AP')V 

* 

et,  conséquemment, 

1*  — (y  — y)+ 

et  en  èjploppant , 

y* x* — ûy'y—aj/x  -f-  y'%  -f-  — T*  — o. . . ,(1), 

équation  qui  rentre  dans  l’équation  générale  du  second 
degré  entre  deux  variables , sous  les  hypothèses  "*%.  = C , 
B — o (36). 

Soit  x'=  r ou  CQ  = CR  : l’axe  des  y touchera  le  cercle 
au  point  R,  et  l’équation  (1)  prendra  cette  forme  plus  simple, 

y* 3? — a ,y'y — arx  + y'*  = o (3).  ' 

Si  l’on  suppose  en  même  tempe  y'  x?r , c’est-à-dire  , 
CP'  — CR',  l’axe  AX  sera  aussi  tangent  au  cercle  en  R',  et  oh 
aura  pour  équation 

y*  -f-  x* — a ry  — arx  + r*=:o.  ..  .(3). 

12. . 
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Mais  si  l’axe  AY  étant  toujours  tangent  en  R , l’axe  AX 
passe  par  le  centre  , alors  y — o , et  l’équation  (a)  prend  la 
forme 

' y 4-  — arx  ~ o (4). 

> • • 

Enfin , si  les  deux  axes  passent  par  le  centre  , on  a en 
même  temps  x'  = o , y'  = o , et  l’équation  ( 1 ) se  réduit 
à cette  forme  très-simple  , 

f + **  = r1 -..(5), 

qui  suppose  l’origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  courbe. 

De  l’équation  générale  du  cercle 

y‘  + æ*  4-  ay  4-  bx  + c = o , 

on  déduit  cette  conséquence  , que  par  trois  points  non  en  ligne 
droite , on  peut  faire  passer  une  circonférence  de  cercle , et 
quon  nen  peut  faire  passer  qu'une. 

En  effet , en  désignant  par  x'  et  y,  x"  et  y",  xw  et  y” 
les  ooordonnées  de  chacun  de  ces  trois  points  , on  a ces  trois 
équations  de  condition 

y*  4”  x'k  + ay'  -j-  bx'  4*  c = o , 

/ “4-  + ay’  + bx"  + c = o . jglfc 

y 3 + xm*  + af+  bx"  + ç = o , ~ 

desquelles  on  ne  peut  conclure  qu’un  seul  système  de  valeurs 

de  a , £ , c.  . 

94-  Nous  passerons  à la  solution  de  quelques  questions.  “ 

Problème  I.  Un  point  étant  donné  de  position  à l’égard  de 
T deux  axes  perpendiculaires  entreux,  assigner  le  lieu  des  centres 
de  tous  les  cercles  assujetis  à passer  par  ce  point , et  à être 
tangens  à T un  des  axes  (fig.  84). 

Soient  x',  y les  coordonnées  du  point  M donné , x et  y 
les  coordonnées  variables  du  centre , et  r lq  rayon  : il  s’agit 
. de  trouyer  la  relation  entre  æ et  y qui  satisfait  à l’énoncé 
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Le  ceri*le  en  question  a pour  équation  > 

( y'  — y y + O' — * y = r*  ,t 

et  il  s’agit  de  déterminer  le  rayon  r , encore  inconnu  , d’après 
la  condition  que  le  cercle  touche  l’axe  AY , condition  satis- 
faite par  r = x : l’équation  précédente  devient  donc 

y — 2 y' y — zx'x  -f-  y '*  -f-  x'“  = o : 

• v ,* * , ■ *. 

c’est-à-dire , celle  d’une  parabole  lieu  des  centres  des  cercles 
qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée. 4 

Lorsque  l’axe  des  abscisses  passe  par  le  point  donné  , on 
a y'=  o,  et  la  dernière  équation  se  simplifie  et  devient 

y 2 — ax'x  -f-  = o. 

Pour  ji=o,on  a 

•:  x = — = A S ; . • *- 

2 

si  donc  on  suppose 

*x  = - + X = A'S  + SP> 

2 

on  trouvera  cette  transformée  t ,,  , 

y = ax'X  , 

qui  suppose  l’origine  au  sommet  de  la  parabole  qui  est  en  S. 

x' 

Pour  X = — = SM  , on  a y = dz  x'  i prenant  donc 
MR  = MR'  = x',  les  points  IV  et  R'  seront  à la  parabole. 

t * *> 

y Problème  II.  Trouver  le  lieu  des  intersections  successives 
de  deux  droites  assujéties  à passer  chacune  par  un  point  donné 
et  à se  rencontrer  sous  un  angle  donné  et  constant  ( fig.  85  ). 

Pour  simplifier  ses  calculs  , sans  altérer  cependant  la  géné- 
ralité de  la  solution , faisons  passer  l’axe  des  abscisses  par  le* 
deux  points  donnés  A et  C , et  l’axe  des  ordonnées  par  le 
point  A.  L’équa’tion  de  AM  sera  i 

y = ax, . . <(i) , 

v * 
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il» 

et  celle  de  CM,. 

y =«'(*_*'). 


•00, 


af  étant  l’abscisse  du  point  C.  Désignant  par  m la  tangente 
de  l’angle  donné  AMC , on  aura 


m 


d’où  l’on  tire 


1 -f-  aa' 


1 -f-  ma' 


si  l’on  substitue  cette  valeur  de, a dans  l’équation  (î),  elle 
deviendra 

a' — m 

y = . X (3). 

J i -J-  ma  v 

Ainsi  au  lieu  des  deux  quantités  a et  a'  variables  avec  les 
positions  des  deux  droites  , il  ne  reste  plus  dans  les  équations 
(a)  et  (3) , que  la  seule  variable  o'  : il  faut  maintenant  trou- 
ver la  relation  entre  les  coordonnées  du  point  d’intersection 
M , pour  toutes  les  positions  des  deux  droites  , sous  la  con- 
dition que  la  tangente  m soit  constante  ; c’est  ce  qu’on  obtient 
par  l’élimination  de  a'  entre  (a)  et  (3) , puisque , par  cette 
élimination  , on. dit  que  les  coordonnées  x et  y sont  les  mêmes 
dans  les  deux  équations  , et  sont  conséquemment  relatives  à un 
point  commun  aux  deux  droites  ; d’ailleurs  en  rendant  le  résul- 
tat indépendant  de  a',  on  le  fait  convenir  à toutes  les  valeur 
de  cette  quantité  , et  conséquemment  à toutes  les  positions 
des  deux  droites.  Nous  développons  ici  ce  principe  calcul , à 
cause  des  nombreuses  applications  qu’il  trouvera  parla  suite.  On 
obtient  ainsi  l’équation 

^ x*x  — - ^ = o. 

* * 

Lorsque  l’angle  entre  les  deux  lignes  est  droit,  m — oc,  et 
l’équation  précédente  devient 


y + 


X* 


y1  -f-  x1  — x'x  =c  o : 
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ces  deux  équations  sont  celles  d’un  cercle  , comme  on  le 
savait  d’avance. 

■f  Problème  III.  Étant  donnés  tant  de  points  qu'on  voudra 
A',  A",  A",  etc. , trouver  un  point  M tel  que  la  somme  des 
carrés  de  ses  distances  à chacun  des  points  donnés , soit 
un  carré  donné , et  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  M 

(fig.  86). 

Supposons , pour  simplifier  les  calculs , que  les  points  donnés 
soient  au  nombre  de  trois  , restriction  qui  ne  diminue  en  rien 
la  généralité  de  la  solution.  Désignons  par  a/  et  y',  x"  et  y\ 
x * et  y,  x et  y les  coordonnés  des  points  A',  A',  A"  et  M. 
En  notant  par  q 1 la  somme  des  carrés  des  distances  , on 
aura  l’équation 

f + **  — § ( /+  y"+  y")  y — f ( xf  + x'  + xm  ) x 

_ g*  - [ af*  + x"»  + + /»  + y"*  + .Y~'J 

~ 3 


Si  pour  simplifier  cette  équation  , on  fait 


on  aura  pour  transformée 


Y*  + X1  = R2. 

Ainsi  le  lieu  des  points  M,  est»la  circonférence  d’un  cercle 
dont  oh  connaît  le  centre  et  le  rayon. 

Théorème  I.  Trois  cercles  inégaux  étant  donnés  de  gran~ 
deur  et  de  position  sur  un  plan , si  en  les  considérant  deux 
à deux , on  leur  mène  une  tangente  extérieure  prolongée 
jusqu'à  la  ligne  des  deux  centres , les  trois  points  de  ren- 
contre seront  en  ligne  droite  (fig.  87). 

Nous  prendrons  le  centre  A pour  origine  des  coordonnées  ’ 
pour  axe  des  abscisses  la  ligne  qui  passe  par  deux  des  trois 
ceutres  , par  A et  C , par  exemple , laquelle  rencontrera  en  R 
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les  deux  tangentes  extérieures  aux  cercles  A et  C.  R"  et 
R.'  étant  les  points  de  rencontre  avec  les  lignes  des  centres  BC 
et  BA  de  chaque  système  de  deux  ta.  gei.tes  extérieures  aux 
cercles  B et  C , B et  A,  tout  se  réduit  à faire  voir  que  la 
ligne  It'R"  va  passer  par  R.  Posons  , à cet  effet , 

AB  = m,  BC  = n,  AC  = p,  AR'  = /,  CR"  = l\ 
BAR  = a,  BCR  = a'-, 

les  coordonnées  des  points  R'  et  R",  savoir, 

AM'  = -r',  M'R'  = — /,  AM"  = x",  M"R"  = — y\ 

et  soient  r,  ri,  ri  les  rayons  des  cercles  B , A et  C.  On  sait 
que  l’équation  de  la  droite  R'R",  asstijétie  à passer  par  les 
points  — x'  et  — y', — x"  et — y",  est  (chap.  ÏI), 

y + y = O + *')•• -(O- 

Pour  avoir  l’abscisse  du  point  R de  rencontre  de  cette  droite 
avec  l’axe  AX,  on  fera  y = o dans  (1)  , ce  qui  donnera 


.(3): 


xV  + x'y" 

, ■ y— y •' 

or, 

x'  = Z'cosot,  y'—  f'sin  et,  x"=p-f*CM" ==p — rcos  et',  _y"—/"sin  a : 

faisant  ces  substitutions  dans  (a) , on  trouve  t 

ïl“  (sin  £>' cos  et  — sin  *t  cos  et')  -f-  p[  sin  et 

X = y-, ■■■—7 IPi* 

[ sin  et  — l sin  et 

Or  si  du  centre  B on  abaisse  la  perpendiculaire  BH  sur  la 
base  AC  du  triaBgle  ABC , on  aura 


sin  et  n AH 

- — >=  — , cos 

sin  et  m tu 

et  l’expression  (3)  deviendra 

__  (/T+nQp 


. CH 

CO  S «t  — — , 

n 


X-  : 


tn—  i”m 


■C4)  » 
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«n  observant  que  AH  + CH  = p.  Mais  on  a vu,  en  géométrie , 
que 


ï = AR'  = 


m/ 

r^?’ 


f = CR"  = 


nr" 


V* 


donc  l’expression  (4)  devient 

X — AR  ^ , - 

r — r 

et  retranchant  p de  part  et  d’autre  pour  avoir  CR , on  trouve 
CR  = ^.....(5), 

ce  qui  est  effectivement  la  distance  du  centre  C au  point  de 
concours  de  la  ligne  des  centres  AC  et  de  la  tangente  TT'  ; 
donc,  etc.  Cette  proposition  a été  démontrée  dans  les  Réci- 
proques , par  le  seul  secours  de  la  géométrie. 

Supposons  r'  = r",  alors  la  distance  AR  est  infinie  ; d’où 
l’on  conclut  que  la  droite  qui  joint  les  centres  des  cercles 
égaux , est  parallèle  à la  droite  R'R"  qui  passe  par  les  points 
de  concours  des  tangentes  aux  cercles  inégaux  , considérés 
deux  à deux , proposition  curieuse  et  qu’on  peut  démontrer 
directement. 

Y Théorème  II.  Si  aux  trois  mêmes  cercles , pris  deux  à 
deux , on  mène  des  tangentes  alternes  , comme  tt',  ces  tan- 
gentes rencontreront  les  lignes  des  centres  en  des  points  a', 
b',  c',  et  on  a ces  propriétés,  i°.  les  points  c',  a',  R •,  a',  b', 
R'  ; c',  b',  R"  sont  en  ligne  droite  : 2°.  les  droites  Aa',  Bb', 
Ce'  se  croisent  en  un  point  unique  (fig.  87  ). 

i°.  Il  suffira  de  démontrer  la  première  proposition  à l’égard 
des  trois  points  c',  a',  R. 

Soient  x' , y'  les  coordonnées  de  c',  x"\  y"  celles  de  a' 
rapportées  au  point  A comme  origine  : on  aura  pour  l’équation 
de  la  droite  passant  par  les  points  x'  et  y',  x"  et  y\ 

y-  y'  = £^  c*-*')- 
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Pour  avoir  l'abscisse  du  point  dans  lequel  cette  droite  coups 
l’axe  AB  , on  fera  y — o,  et  on  trouvera 

, x — y'X"~  X'y" 

ÿ—y“ 

or,  dans  le  triangle  A c'd,  on  a 

Ad  ■=■  x'  = Ac'.cos  et,  c'd  = y'  =s  Ac'sin  et, 

menons  les  rayons  Bk,  Ak’  aux  points  de  contact  k,  k')  les 
triangles  semblables  A AV,  B ck  donneront 

* / _ m/ 

1 y 1 

r + r 

en  conservant  les  dénominations  du  théorème  précédent  ; donc 

, md  , md 

x — — r— > cos  et , y = ■ — -7  sm  et  ; 

r + r J r+r 


on  trouve  pareillement 
. ni" 


itr 


Ce': 


nr"  . 


— - — jC0S«  , y = — ■ — T,  sm  et , ^u.  — — j — -t;. 
r+r  J r+r  r-\-d  . 


md 


nd' 

A = — ^ — s : on  aura 


Soient,  pour  abréger,  x'—y-^-y  , ^ . y, 

x'=a'cos et,  y1  — A'sin  et , xff=p+ A*  cos  et',  y‘—x“  sin  et', 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  (i)  donne 

_ — a' a'  (sin  a cos  * — sin  * cos  «')  + pd  sin  « 

A'sin  te  — a"  sin  *' 

t i 

, sin  * A./  sin  « 

KXlcoam—-. 7 COS*  )-fpA  -T > 

\ sm  * / r sin*  > 

, sin  * „ 

/ - — > — à" 
sm  « 

- P ("*'  — A 

A'n  — A"m  ’ 

en  remplaçant  cos  « , cos  , par  leurs  valeurs  trouvée» 
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dans  le  théorème  précédent.  Qu’on  remette  dans  cette  der- 
nière expression,  pour  a'  et  a"  les  valeurs  que  ces  lettres  re- 
présentent, et  on  aura  enfin 


x 


- 

— pu?- 


même  abscisse  que  celle  du  point  R dans  le  théorème  pré- 
cédent. 

a0.  Si  l’on  désigne  toujours  par  ■ x ' , y'  les  coordonnées  du 
point  c',  par  x",  y"  celles  du  point  a',  par  x“  l’abscisse  A b' , et 
par  a?”  et  y”  celles  du  point  B , on  aura  pour  équation 
de  Ce', 

pour  équation  de  Ao', 


pour  équation  de  B à', 

X — X 

on  tire  de  ces  équations  ces  deux  valeurs  de  x , savoir  , 
px"ÿ  x',x"y1T 

* - y"(p-x-  f+Txÿ  ’ X~Y  (x*—  x”H-  x-y"  » 

dontil  s’agit  de  prouver  l’égalité  : à cet  effet , on  remplacera  dans 
lesseconds  membres  x',  y',  x",  y11  par  leurs  valeurs  en  A',A",sin*, 
cos  *,  s in  »,  cos  » , et  p trouvées  plus  haut , x"  quantité  analo- 
gue à A c' , par  > a?,Y  et  y,y  par  m cos  » et  m sin  a;  puis , 

après  les  réductions , on  énoncera  a',  a",  sin  » , cos  « , sin  », 
cos  »,  au  moyen  des  distances  des  centres  et  des  rayons , et 
alors  on  reconnailra  l’identité  des  résultats. 

Problème  IV.  Soit  un  polygone  régulier  d'un  nombre  n de 
côtés ; on  propose  de  trouver  dans  le  plan  de  ce  polygone  un 
point  tel,  que  la  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées 
de  ce  point  sur  les  côtés  du  polygone,  soit  constante. 


\ 
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Désignons*par  C, , Ca , C3 . . . C„  les  côtés  consécutifs  du  poîy- 
» gone  régulier,  par  le  centre  menons  au  côté  C, , par  exemple, 
une  parallèle  que.  nous  prendrons  pour  l’axe  des  abscisses , le 
centre  étant  l’origine  des  coordonnées;  par  le  point  donné  conce- 
vons des  parallèles  aux  côtés  consécutifs  C„  C,...C„ , parallèles 

que  nous  indiquerons  par  c, , c* , c3 c.,  et  par  le  centre 

des  perpendiculaires  à ces  parallèles  que  nous  désignerons  par 
P.»  P„  P3....Pn.  Si  r angle  au  centre  du  polygone,  est  a, 
angle  qui  est  le  même  que  celui  de  deux  perpendiculaires 
menées  du  centre  à deux  côtés  consécutifs , les  angles  entre 
les  perpendiculaires  P,  et  P,,  P,  etP3)  P,  et  P4,  P,  et  P„ 
seront  a,  3a , 3a. ...  : or  l’équation  d’une  droite,  étant  (24) 

d = y s'm  a.  -f-  x cos  et , 

où  a représente  l’angle  entre  la  perpendiculaire  d menée  de 
1 origine  sur  la  droite  et  l’axe  des  abscisses , il  faudra  pour 
rapporter  cet  angle  à l’axe  des  y , lequel  est  dirigé  suivant  la 
perpendiculaire  P,,  remplacer  et  par  son  complément;  et  alors 
1 équation  ci-dessus  devient 

d = y cos,«  -f-  x sin  et  ; 

x et  y»  étant  les  coordonnées  des  points  cherchés  qui  jouissent 
de  la  mémo  propriété  que  le  point  xy. 

Maintenant  pour  avoir  les  expressions  des  perpendiculaires 
successives  P, , P„  , P3,,.P„ , menées  du  centre  sur  les  parallèles 
ri  j c*>  03. ..e„,  il  faudra  , dans  l’équation  précédente , changer  et 
eno,  a,  2a....(n — 1 ) a , d en  P„  P2,  P3...PB,  et  x et  y dans 
les  coordonnées  x et  y du  point  donné  : ensorte  que 

P,  —y,  Pa  —y  cos  a -f- a?  sin  a, 

P3  =.y  cos  2 a -j-  x sin  aa 

P*_i  ~y  cos  (/»  — 1 )a  + X sin(  n — i)a 

sont  les  plus  courtes  distances  du  centre  aux  parallèles  c, , 
ra,  etc.*  Maintenant  il  est  clair  . qu’en  désignant  par  r la  dis— 
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tance  du  centre  aux  côtés  du  polygone  , les  différences  r — P, , 
r — P»,  r — P3,  etc.  seront  les  distances  du  point  x,  y à 
ces  côtés,  et,  d’après  l’énoncé,  on  doit  avoir 

(r-P.)*+(r-=P.)’4-(r-P3)’+.  • . •+(r-P„)1  = Ra. . . .(1), 

R étant  une  ligne  donnée.  Or  dans  le  développement  du  pre- 
mier membre , le  coefficient  de  r*  est  n : celui  de  2ry  est 

-Ci  + cos  a -f-  cos  2 a -}-  cos  20  -j- ....  -f-  cos  (n  — 1)  a]  \ 
celui  de  2 rx  est 

— [sin  a -f-  sin  2a  +••••+  sin  («  — 1 ) a\  ; 
celui  de  y3  est 

1 + cos2  a -f-  cos2  Qa  -j- . . . . -f-  cos2  (n  — ! ) a ; 
celui  de  xy  est 

sin  sa  + sin  4a  +.  . . . -f-  sin  2 (a  — 1 ) a ; 
celui  de  x2  est 


sin2  a -f-  sin2  sa  •+■■  *'  -4-  sin2  (n — 1)  a. 


D’abord  il  est  facile  de  traduire  les  coelficiens  de  y’  et  de 
x*  en  cosinus  d’arcs  multiples  : à cet  effet,  on  partira  de  ces 
formules  connues 


d’où 


2 cos2 0=1+  cos 2 a , 2 sîn2 a—  1 — cos  2a ; 


. -1  -f-  cos  2a  . „ 1 — cos  2a 

cos  a — — , snra= , 


par  ces 


Î.+ 


substitutions  les  coefficiens  de_y2  et  de  x*  deviendront 

> + cos  2a  -p  cos  4- ....  -f-  cos  2 (n  — 1)  a 
“ * 1 * 

1 + cos  sa  -f-  co s -f-*  + cos  2 (n.  — 1)  a 


n 

2 


2 


'Jqo 

Si  l’on  pose 
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S — sin a «4-stn  na  -4-  sin  3a  -f>. ..  .-f-  sin  na 
S'=  i + cosa  -{-  cos  na  + cos  3a  -f-. . . . -f-  cos  na, 


on  aura 


Ces  formules  en  y changeant  n en  n — î et  conséquemment 
n + i en  n , serviront  à évaluer  les  coefficiens  de  ary  et  de 
arx , et  par  les  mêmes  changemens  et  celui  de  a en  a a,  elles 
donneront  les  qoefficiens  de  y1,  xy  et  x\ 


(*)  On  a 

S = *in  a [ i •+•  co§  a -f-  cos  M + *+•  cos  (n—  t ) a] 

+ cos  al  sin  a + sin  an  -t- -f-  sin  ( n — î ) a] 

= sin  a ( S*—  cos  na  ) + cos  a ( S — sin  na), 

S'  =*  i -t-  cos  a [ i -f-  cos  a •+■  cos  aa-f- -(-cos  (n— î)  a] 

— sin  a [ sin  n -f-  sin  an  -f- -(-sin  (n — ija]  , 

™ I + cos  a ( S'—  cos  na)  — sin  a ( S — sin  na  ) , 

c’est-à-dire , 


S = sin  a ( S'~ - cos  na)  -h  cos  a ( S — sin  na) , 

S'  = i -f-  cos  a ( S' — cos  na  — sin  a ( S — sin  na). 


équations  dont  il  s’agit  de  tirer  S et  S'.  La  seconde  donne 

t , 

Sf  (l  — cos  a)  = — S sin  a -1-  t — cos  a cos  na  -f-  sin  a sia  na  , 

d’oi. 


S'  ^a  sin1  - ^ = — a S siu  1 n cos  1 a -t-  I — cos  ( n -f-  i ) a j 
i — cos(n-t-i)a  = i — -cos  ^ a = a sin1  a! 


donc 


a 


0U  CERCLE. 

L’équation  (1)  devient  donc 


nr — sr 


OKV)8  8K0°  sin(V)a 

1 — ï y — or — 


sin^a 


, { « . sinmzcosfra — i)a  1 . , sinnasinfra — i)a 

+ h+ — ^ — \y  + — — -** 

J n _ sin^sjn-j)a  1 = Ra  > 

1 2 asina  J w 


S' sin’  - a+Ssio  - a cos  - a = sin*  (— «■ 
» a a \ a / ’ 

, ‘^CvI)acosC1TI)a 


et  enfin, 

sin*  a 

c,  . 1 , c i \ 2 J 

S sin  - a -f-  5 cos  - a =*  — 

a a .1 

sin  - a 

. • v.  . 3 

De  la  première  , on  lire  facilement 


S'  cos  -a  — S sin  - « = - 


i 

sin  - a 
a 


Multipliant  ( i ) par  sin  ^a,  et  (a)  par  cos  £ a , et  ajoutant,  on  obtient 

,in  (~»~) a [sin  ; a 8in  (rr)  a+cos;a  co>  (—r) a] 


et  conséquemment, 


i 

sin-  a 
a 


S'  = 


. /«+î\  /ï 

sm  1 — - — 1 a cos  - < 


. ï 
sin  « a 
a 


Par  un  calcul  analogue,  on  obtiendrait 

fn  + i\  • n* 

sin  I » a sin  — a 

c — V 3 / 3 


sin  - a 
a 
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or  comme  na  = 2T , *•  désignant  la  demi  - circonférence 

l’équation  (a)  se  réduit  à 

nra4--  y*  + 

aJ  a 

d’où 

n(y*  + x»)  = R'*, 

équation  au  cercle,  lieu  des  points  cherchés. 

Les  lecteurs  curieux  de  ces  applications  dont  nous  avons  dft 
restreindre  le  nombre,  à cause  de  l’abondance  des  matières  qui 
nous  restent  à traiter , en  trouveront  3e  très-instructives  et 
propres  à exercer,  dans  un  ouvrage  ayant  pour  titre  : E/èmens 
<t  analyse  géométrique  et  d'analyse  algébrique  appliquées  à la 
recherche  des  lieux  géométriques,  par  Simon  Lhuillier , pro- 
fesseur de  mathématiques , de  P Académie  de  Genève  : ils  con- 
sulteront aussi  avec  fruit  -le  Recueil  de  diverses  propositions 
de  géométrie , par  M.  Puissant. 


» 


Propriétés  de  l’ellipse. 


CHAPITRE  XL 

Des  propriétés  de  V ellipse . 


$5.  Nous  avons  trouvé  pour  équation  de  cette  courbe  rap- 
portée au  centre  et  aux  axes  (58),  * 


Ay  + s-  À*B*. . . ,(i)4 

et  pour  équation  de  la  même  courbe  rapportée  au  sommet 
comme  origine , et  à deux  axes  rectangulaires  , l’un  symétrique 
dans  la  courbe,  l’autre  tangent  (58), 


Ay  -f-  B’x*  = flAB’a: (a). 

96.  Théorème  I".  Les  carrés  des  ordonnées  sont  comme 
les  produits  des  segmens  qu'elles  coupent  sur  Taxe  des  abscisses 
( «g-  88  ). 

Pour  deux  points  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont 
x et  /,  x"  et  y",  l’équation  (1)  donne 


B» 


y"  “=  A* - *'*)*  r = ^ c a*- x'»)  ; 


d’où  l’on  déduit 


— ( A — x’  ) ( A 4-  x'  ) __  AP'  x A'F 
y-2  (A—  r')(A+x')  ~ AP'xA'P*’ 

ce  qui  est  la  propriété  annoncée,  laquelle  est  indépendante  du 
second  axe  : elle  a donc  encore  lieu  pour  B = A , c’est-à-dire 
pour  le  cercle.  * 

37.  Théorème  II.  Si  sur  chacun  des  demi-axes  d'une  ellipse > 

i3 


\ 
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comme  diamètre , on  décrit  une  circonférence,  1*.  celle  qui 
£st  décrite  sur  le  grand  axe,  sera  extérieure  à F ellipse , jçt 
la  touchera  aux  deux  extrémités  de  ce  grand  axe  : a°.  la  se- 
conde sera  intérieure , et  touchera  F ellipse  aux  deux  extrémités 
du  petit  axe  ( 6g.  89  ). 

Nous  supposerons  l’axe  2.4  aB.  1°.  La  première  circonfé- 
rence aura  pour  équation 

Ya  ==  Aa  — x*, 

ensorte  que  l’équation  de  l'ellipse  étant 

1 

B1 

y'  = J-S  A’  — **)» 

on  aura , pour  la  même  abscisse , 

d’où 


y B* 

Ÿ*  A4’ 


2-1. 
Y A ’ 


et  à cause  de  B < A,  on  conclura  y «<  Y ou  PM  < P m : 
ainsi  tous  les  points  de  cette  circonférence  seront  extérieurs 
•à  l’ellipse.  20.  la  seconde  circonférence,  en  prenant  les  y pour 
abscisses  , et  conséquemment  les  x pour  ordonnées , aura 
pour  équation  ■ ' 

Xa  = Ba  — yùi 

et  celle  de  l’ellipse  résolue  par  rapport  à x',  sera 

*•=■£(  B*  -y); 

donc , pour  la  même  abscisse  y , on  aura 

d’où  x > X,  o»  QN  > Qn  : 


x* 

X* 


A* 

fis  > 


■ainsi  les  points  de  l’ellipse  seront  extérieurs  à la  secondé 
. circonférence. 

98.  Problème  1er.  Une  ellipse  étant  tracée  sur  un  plan , 
trouver  i°.  'les  deux  axes  ; a",  le  centre  ( fig.  90  ).  - 

ï ! 
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1°.  Il  résulte  de  l’équation  de  l’ellipse  rapportée  au  centre  et 
aux  axes  , que,  pour  deux  abscisses  CP,  CP'  égales  et  de  signes 
contraires,  on  a quatre  ordonnées  PM,  Pm,  P'M',  P7 m' égales  et 
deux  à deux  de  signes  contraires  : donc  CM=CM,  = Cm'=Cmi 
donc  la  circonférence  décrite  du  centre  C avec  un  rayoh 
égale  à la  distance  du  centre  à l’un  des  points  M de  l’ellipse 
entre  A et  B,  coupera  la  courbe  en  quatre  points  M,  M', 
m',  m ; ensorte  que  les  perpendiculaires  menées  de  C aux 
deux  cordes  Mm , MM,  étant  prolongées  jusqu’à  l’ellipse , seront 
les  axes  cherchés  : a°.  cette  question  a été  résolue  (86). 


99.  Théorème  III.  Le  produit  des  tangentes  trigonométriques 
-des  angles  faits  avec  le  grand  axe  et  dans  le  même  sens," 
par  des  cordes  menées  des  deux  extrémités  de  cet  axe,  à tout 

B“ 

point  de  ü ellipse,  est  constant , et  égal  à — — ( Gg.  9 1 ). 

La  droite  menée  par  A , a pour  équation 
y — o(x  — A); 
la  droite  menée  par  A'  a pour  équation 
_y  = tt'(x  + A), 


a.  et  a'  étant  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  MAX , 
MA'X  ; on  tire  de  ces  équations 


le  produit  de  ces  tangentes  est  , 

, y*  v ' - 

0.3.  = é- - 

xa  — A* 

et  il  n’est  tel  qu’autant  que  les  deux  droites  se  coupent, 
puisque , dans  la  multiplication , on  a regardé  les  coordonnées 
x et  y de  chaque  droite,  comme  étant  les  mêmes,  ensorte 
qu’elles  ne  sont  plus  relatives  qu’à  leur  intersection.  Mais  ce 
•point  doit  être  sur  la  coürbe;  donc  ses  -coordonnées  doivent 

i3. . 
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satisfaire  à son  équation  \ 

V»  B“ 

d’où 

conséquemment 

• B“ 

^ = _£L....(0, 

•ce  qui  est  la  propriété  annoncée.  En  passant  au  cercle , B ~ A 4 
et  cette  propriété  devient 

tut  +1=0, 

ce  qui  annonce  que , dans  le  cercle , _ les  cordes  AM , A'M 
•sont  perpendiculaires  l’une  à l’autre. 

On  conclut  encore  de  la  relation  (1)  que  des  deux  angles 
qu’on  considère , l’un  est  aigu  et  l’autre  obtus. 

100.  Théorème  IV.  Tout  angle  inscrit  à V ellipse  et  qui 
s'appuie  sur  le  grand  axe,  est  obtus.  Tout  angle  inscrit  à 
l ellipse  et  qui  s'appuie  sur  le  petit  axe , est  aigu  (Bg.  93). 

i°.  AmA'  étant  une  demi-circonférence  décrite  sur  le  grand 
axe  AA'  d’nne  ellipse , l’angle  AmA'  est  droit , et  conséquem- 
ment l’angle  AMA'  est  obtus  (97).  « 

2“.  BnB'  étant  une  demi-circonférence  décrite  sur  le  petit 
axe  de  l’ellipse , l’angle  BnB'  est  droit , et  conséquemment 
l’angle  BNB'  est  aigu  (idem). 

1 *•  . 

101.  Théorème  V.  1 °.  De  tous  les  angles  inscrits  à l ellipse  et 
qui  s'appuient  sur  le  grand  axe , le  plus  grand  est  celui  qui 
a son  sommet  à Z1  extrémité  du  second  axe.  a°.  De  tous  les 
angles  inscrits  à l ellipse,  et  qui  s'appuient  sur  le  petit  axe , 
le  plus  petit  est  celui  qui  a son  sommet  à l extrémité  du  grand 
■axe:  3°.  r angle  maximum  a pour  supplément  V angle  minimum 
<%  93). 

i°.  L’équation  de  la  ligne  AM,  est 

V 

y = — A),  d’où  <*  5=  — — = tang  MAX* 
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celle  de  'A'M  est 

/=  «'(*  + A), 


d’où 


i+A 


»9T 


: tang  MA'X; 


mais 


tang  AJVIA'  = tang  V — 
et  , après  les  réductions  , 


et  — et'  x — A x -(-  A 


i + eLa-' 


* + 


x* — A* 


tang  Y = ■ a 3 A;V 

y“  x“  — A* 

On  a déjà  dît  que  les  lignes  se  coupent,  et  fl  reste  à expri- 
mer qu’elles  se  coupent  sur  l’ellipse  : à cet  effet  on  portera- 
dans  tang  y la  valeur  de  y tirée  de  l’équation  de  l’ellipse 

y = £(a*  -*•), 


et  on  trouvera 

tang  Y = — 


aAB 


(A*-B‘)^/i_ 


x% 

X 


. - 


Le  signe  — qui  affecte  la  tangente,  démontre  que  l’angle  ATMA 
est  obtus  , ce  que  l’on  savait  déjà  par  le  théorème  IV  : mais 
au  plus  grand  de  deux  angles  obtus  , correspond  la  plus  petite 
tangente  numérique , laquelle  est  donnée  par  la  plus  grande- 
valeur  du  dénominateur,  c’est-à-dire,  par  celle  qui  répond 
à x = o , abscisse  pour  laquelle 


tangV  = — 


aAB 

A1  — B 


i*-«i 


pour  cette  abscisse , le  sommet  M tombe  en  B,  ou  à l’extrémité 
du  petit  axe.  En  effet , si  l’on  mène  les  deux  cordes  AB  k 
A'B , on  a 

tang  A'BA  = — a tang  CB  A 
‘ i — tang1  CB  A 
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mais  tang  CBA  =r  — , donc 
B 


tang  A'BA  = 


sA 

T 


aAB 
A*  — B" 


B* 


Cette  expression  est  celle  de  la  tangente  entre  les  deux 
diamètres  conjugués  égaux  de  l’ellipse  ((>7)  : d’où  on  peut 
conclure  que  les  diamètres  conjugués  égaux  de  l’ellipse,  sont 
respectivement  parallèles  aux  cordes  menées  des  deux  extré- 
mités’ du  grand  axe  à f extrémité  du  petit. 

9°.  En  imitant  la  même  analyse  pour  le  second  axe , on 
trouve  que 


tangV'  = 


aAB 


A»  — B 


.(9) 


est  la  tangente  du  plus  petit  des  angles  à l’ellipse  qui  s'appuient 
sur  cet  axe , et  que  ce  plus  petit  angle  est  celui  qui  a son 
sommet  à l’extrémité  du  grand  axe. 

3°.  Les  deux  tangentes  (1)  et  (a)  ne  différant  que  par  le 
signe  , on  en  conclut  que  les  deux  angles  sont  supplémens  l’un 
de  l’autre. 


îoa.  Problème  II.  Trouver  réquation  de  la  courbe  dont  la 
somme  des  distances  de  chacun  des  points  à deux  points  fixes 
donnés  dans  le  plan  de  la  courbe,  soit  constante  et  égale  d une 
ligne  donnée  2 A ( fig.  g4). 

Soient  F et  F'  les  deux  points  fixes  donnés  ; joignons  ces 
points  par  une  droite  qui  sera  l’axe  des  abscisses , et  prenons 
pour  origine  le  milieu  C de  la  distance  FF';  portons  de 
chaque  côté  de  C des  longueurs  CA  = CA'  = A , et  soient 
-j-  c et  — c les  abscisses  des  points  F et  F',  x et  y les 
coordonnées  CP , PM  d’un  point  M dont  la  somme  des  distances 
FM  = z , F'M  = z , satisfait  à la  condition  énoncée.  On  a 

z -j-  a'  = 2A (1); 


V 
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*3* 


mais 


(2)...  z»  = (.v  — cy+y,  *f-=(*+cr+y...( 3),* 

équation»  qui  serviront  à traduirez  et  n'  en  i et  y,  valeurs 
qu’on  reportera  dans  (î).  De  quelque  manière  enfin  qu’on  éli- 
mine z et  z'  entre  ces  trois  équations  , la  résultante  exprimera  . 
une  relation  entre  x , y et  les  données  A et  c.  Eu  re- , 
tranchant  (3)  de  (a)  , on  obtient 

z';1 — a1  = (z'  4*a)  (*'  — z)  — 4CX  = 2A  (z'— -z), 

d’après  (i).  On  a donc  en  même  temps 


z'  + z = 2A  , z'  — z = 


a ex 


d’où 


z'=  A-f-  ■ 


z = A — 


ex 


• (4); 


A * A” 

1 reportant  ces  valeurs  dans  la  somme  des  équations  (a)  et  (3)  , 

z'a  + za  = ay+(x-fc)H-(i-  c)*  s 

qu’on  n’a  pas  employée  , il  viendra 

Aa  (y  -f  x2)  — >x»  = A*  ( Aa  — c* ) . . . . (5). 

Il  est  clair  qu’il  peut  exister  sur  l’axe  des  y un  point  tel  que 
B , satisfaisant  à l’énoncé  , puisque  , pour  ce  point , z = A , 
à cause  de  z!  = z : aussi  pour  x=o,  l’équation  (5)  donne- 
t-elle  ,» 

A y = A1  ( A1  — c’) , d’où  y*=  A“  — c“, 

• t 

ordonnée  réelle  que  nous  appellerons  B : on  a donc 
ca  = Aa  — B“ (6); 

reportant  cette  détermination  dans  l’équation  (5) , on  trouve  , 
après  les  réductions  , 

A y + B3xî  = A'-B* (7). 

Tous  les  points  de  l’ellipse  sont  donc  tels , que  la  somme  de 
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leurs  distances  aux  deux  points  F et  F',  est  constamment  égal» 
au  grand  axe  2A.  Ces  points  qu’on  nomme  les  foyers  de  l’ellipse, 
ont  pour  abscisses , d’après  (6) , 

cr=±  \ZA‘  — b\  . ..(B), 


ensorte  qu’il  n’existe  de  foyers  que  sur  le  grand  axe.  Substi- 
tuant  cette  valeur  de  c dans  les  expressions  (4),  on  a 


*'  = A4 


x l/  A*  — B* 


*=A à — : 


ces  distances  z et  z'  se  nomment  rayons  vecteurs.  On  obser- 
vera que  les  valeurs  de  z et  z sont  rationnelles  au  moyen  de 
l’abscisse  x \ c’est  même  d’après  cette  condition  que  quelques 
auteurs  ont  déterminé  les  foyers. 


io3.  Problème  III.  Enoncer  C équation  de  V ellipse  au  moyen 
du  paramètre,  ou  de  la  double  ordonnée  passant  par  le 
foyer. 

■four  trouver  l’ordafcnée  qui  répond  au  foyer,  on  sup- 
posera   

x A — c ~ A — l/A*  — B* 


dans  l’équation 

y=ji  (aAr  — x'). 


qui  est  celle  de  l’ellipse  au  sommet , et  on  trouvera 

B1 

y^T  = p> 

troisième  proportionnelle  au  demi-grand  axe  et  au  demi-petit 
axe  : ainsi , 

a p B* 

ËA  A*  ’ , 

©n  a donc  ces  équations  de  l’ellipse 

y = 5 (aA*—  x^ 
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104.  Problème  IV.  De  la  description  de  F ellipse  ( Eg.  g4  )• 

i°.  De  l’un  des  foyers , et  avec  une  distance  plus  petite  que 
le  grand  axe  , ayant  décrit  un  arc  , on  le  coupera  par  un  se- 
cond arc  décrit  de  l’autre  foyer avec  un  rayon  égal  à la 
portion  restante  du  grand  axe  : tous  les  points  obtenus  de  cette 
manière  appartiendront  à l’ellipse  , puisque  , pour  chacun 
d’eux,  la  somme  des  distances  aux  foyers  sera  égale  air 
grand  axe.  1 

Les  grandes  ellipses  peuvent  être  décrites  par  le  mouve- 
ment continu  d’un  piquet  ou  d’un  style  qui  tend  un  cordeau 
égal  en  longueur  au  grand  axe,  et  dont  les  extrémités  sont 
fixées  aux  foyers , parce  qu’encore  la  somme  des  distances  du 
4ftoint  décrivant  aux  deux  foyers , est  constante. 

a®.  On  peut  employer  le  procédé  suivant , très-commode  dans 
la  pratique,  lorsqu’il  s’agit  de  petites  ellipses.  On  donne  les 
deux  demi-axes  d’une  ellipse,  et  conséquemment  leur  différence 
A'G  (fig.  9 5 ) , en  supposant  A > B : ayant  placé , par  exemple, 
les  points  A'  etG  en  F et  K,  on  les  fera  mouvoir  de  manière  qu’ils 
restent  constamment  sur  les  côtés  CB',  CA,  et  que  le  prolon- 
gement KMsoit=  B ; alors  le  point  M sera  à l’ellipse.  En  effet, 
, 

PM  = B1 — (x  — CK  )*  : 
or , les  triangles  semblables  CFK,  KPM  donnent 

ck  : fr  ::  kp  : km,  d’où  ck  = ( A..~ 

et  par  la  substitution  de  la  valeur  de  CK  dans  celle  de 
PM  ~ y* > on  obtient 


En  répétant  cette  construction  dans  chacun  de3  quatre  angles 
droits  autour  de  C , on  décrit  les  quatre  quarts  de  l’ellipse. 
3°,  La  propriété  suivante  donne  lieu  à la  construction  d’ua 
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1 ’ 

instrument  fort  simple , au  moyen  duquel  on  décrit  -l'ellipse 
d’un  mouvement  continu. 

Problème  Y.  Soit  une  règle  KG,  si  Von  joint  l'origine  A’ 
à un  point  M,  et  qu’on  fasse  glisser  le  point  K de  K en  A , 
sur  taxe  AX,  le  point  G restant  sur  AY,  le  point  M décrira 
la  circonférence  BMC  , et  un  point  N de  cette  droite  , décrira 
une  ellipse  (fig.  96).  . 

Faisons  MN  = a',  prenons  AM  = MK= a , ce  qui  supposé 
l’angle  MAK  = MK  A : soient  AP  = X , PM  = Y,  A p—x, 
PN=v  ; on  aura  pour  tous  les  points  de  la  circonférence 
décrite  par  M , 

X’  + Y’^o* 0):  41 

mais  les  triangles  semblables  NpK,  MPK  donnent 

V Y 


d’où 


y P _ mp 
m ~ mk 


ou 


Y = 

1 a'-j~a 


a'-\-a  " 

....(2). 


On  a aussi  ces  rapports 


KP 

KM 


AP 

AM 


M» 

MN 


d'où 


X 

a 


X—x 


X = 


.(3). 


Substituant  ces  valeurs  de  X et  Y dans  (1),  on  trouve 

Y-  + + ' “T- 


Si  dans  cette  équation,  on  fait  y — o,  on  aura  l’abscisse  x 
du  point  d’intersection  de  la  courbe  avec  l’axe  AX , laquelle 
sera 

x — a — û'  = B, 
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et  pour  x—o,  on  trouvera  . 

y = a a'  = A, 

parce  que  nous  désignons  toujours  le  demi-grand  axe  par  A,, 
et  le  demi-petit  axe  par  B : on  observera  que , pour  la  réalité 
<le  B,  il  faut  qu’on  ait  a'  < a , ou  MN  < MR  : on  a donc 


(5)....  a = 


A-fB 


A— B 


•(6), 


et  l’équation  de  la  courbe  énoncée  en  A et  fi  , sera 

B*y*  + A*x*  = A*BS. 

H suit  de  là  que  si  deux  axes  aA  et  aB  d'une  ellipse  sont 
donnés , on  déduira  de  (5)  et  (S)  les  longueurs  a et  a,  telles 
que  le  point  M décrivant  un  arc  de  cercle , le  point  N décrira 
f ellipse  représentée  par  l’équation. 

4°.  Aux  extrémités  A et  A'  du  grand  axe  (fig.  97)  on  éle- 
vera  les  perpendiculaires  AG  = AF , A'L  = A'F , F étant  l’un 
des  foyers  ; par  les  points  G et  L ainsi  déterminés , on  mènera 
LG  qui  rencontrera  en  R le  prolongement  du  grand  axe  ; par 
des  points  P,  P,  P,  etc.,  pris  comme  l’on  voudra  sur  le  grand 
axe , on  élevera  les  perpendiculaires  PD  terminées  à la  droite 
RL  ; du  point  F,  comme  centre,  avec  chacune  des  lignes  PD  , 
comme  rayon,  on  décrira  des  arcs  de  cercle  qui  couperont 
les  perpendiculaires  PD  en  des  points  M qui  seront  à l'ellipse. 
En  effet , l’origine  des  coordonnées  étant  au  centre  de  la 
courbe,  et  les  abscisses  des  foyers  F et  F'  étant  -j-  c et  — c, 
les  coordonnées  du  point  G , sont 

x—A,  y — A — Cj 


et  celles  du  point  L sont 

x — — A,  _y  = A-f-c: 


ainsi  l’équation  de  la  droite  RL  assujétie  à passer  par  les 
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deux  points  G et  L,  sera 


— r a — ri  — (— — c)  aA(A  + C)  C*  — A), 


y — (A  — o = 

ou,  après  les  réductions. 


y = A “ 


A » 


expression  d’une  ordonnée  quelconque  PD;  et,  pour  la  même 
abscisse  x,  la  distance  du  foyer  au  point  correspondant  de 
ex 

l’ellipse  , est  z = A — — (ton)  : ce  qui  démontre  la  cons- 
truction. 

Mais  si  sur  la  tangente  GA  prolongée , on  prend  Al  = A'L  K 
et  si  sur  le  prolongement  de  LA'  on  prend  A 'g  = AG , et 
qu’on  mène  Ig  qui  rencontre  l’axe  prolongé  en  r,  il  est  aisé 
de  voir  qu’au  moyen  du  foyer  F'  et  de  la  perpendiculaire  P dh 
on  achèvera  l’ellipse. 

H résulte  encore  de  cette  construction  que  les  points  M et  m 
«ont  à l’ellipse.  En  effet , les  droites  G / et  g-L  sont  égales  et 
parallèles  ; ensorte  que  la  figure  IGLg  est  un  parallélogramme 
de  plus , à cause  de  AG  = AF , A 1=  A'L  = A'F , on  a 

AG, + Al  = AF  + A'F  = AA'  : 


chaque  point  M est  éloigné  du  foyer  F d’une  quantité  PD  , 
et  parce  qu’il  peut  encore  être  déterminé , en  coupant  chaque- 
ligne  PD  par  un  arc  de  cercle  décrit  de  F',  comme  centre , 
avec  le  prolongement  P d , comme  rayon , on  a 

MF  4 MF'  = PD  4-  Pd=  /G  = AA'  = aÀ. 

On  remarquera  que  les  lignes  RL,  ri  sont  tangentes  à 
l’ellipse  aux  extrémités  T et  t des  ordonnées  qui  passent  par 
les  foyers.  • , 

io5.  Des  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale. , et  des 
expressions  de  la  soutangente  et  de  la  sounormalc  de  T ellipse 

(fis-  98). 
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Si  dans  les  équations  (14)  et  (16)  et  dans  les  expression» 
(i3),  (i5)  et  (17)  trouvées  (82),  on  fait  N = B*,  M=A‘ 
à l’effet  de  les  faire  convenir  à l’ellipse  de  l’équation  générais 

Ay  B*xa  — A"B*, 

on  trouvera  i*.  pour  l’équation  de  la  tangente 

y — y = — ~ x') — (0; 


a*,  pour  l’équation  de  la  normale 

* AV  , 

V — v = -e-7  ( x — 


— 7(X  — X'). 


B‘x‘ 


•(a)  î 


3®.  pour  l’expression  de  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 
entre  la  tangente  et  l’axe 

BV 

0 = “ T?Z' C3)  ; 


4°.  pour  l’expression  de  la  soutangente 

a/ 


A*y'*  ( Aa  — x'*) 

soutang  =-^=  ± p ï ....  (4) , 


B* 

en  remplaçant  y'2  par  sa  valeur  — (A* — x"Â)  tirée  de  l’équa- 
tion de  la  courbe  satisfaite  par  les  coordonnées  x',  y'.  Le  demi- 
grand  axe  CA  est  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  CP 
et  CT. 

5°.  La  soutangente  pour  le  second  axe , est  pt  qu’on  obtien- 
dra par  la  comparaison  des  triangles  semblables  tpM',  M.'Pï 
qui  donnent 


*P 


PJf  X pM'  y’x'*  B’  — v'1 
— PT  — A“—  x'*~~  y 


6°.  L’expression  de  la  sounormale  est 

B“j 
A1 


(5). 


sounorru  — 


ao6  . PROPRIÉTÉS 

Si  l'on  réduit  l'équation  de  la  tangente  en  multipliant  par  ’&'ÿ, 
et  si  l’on  remplace  A^y'1  + B'x'*  par  AaBa,  parce  que  le  point 
•x't  y'  est  sur  l’ellipse',  on  aura  cette  équation  de  la  tangente. 

xyy  4-  BVx  = AaBa (S) 

très-facile  à retenir , en  remarquant  qu’elle  devient  celle  de 
l’ellipse,  en  y £3^01^=^',  x=a/. 

Reprenons  la  soutangente. 


cette  expression  étant  indépendante  du  second  axe , reste  donc 
la  même  pour  B = A;  ainsi  l’ellipse  et  le  cercle  décrit  sur  son 
grand  axe  , ont  même  soutangente  pqur  une  même  abscisse. 
De  là  résulte  un  procédé  fort  simple  pour  mener  une  tangente  à 
l’ellipse  par  un  point  M'  donné  sur  cette  courbe  (fig.  98)  ; on 
mènera  l'ordonnée  PM'  de  ce  point , prolongée  jusqu’à  la  ren- 
contre de  la  circonférence  en  m,  et  la  tangente  en  m perpendi- 
culaire à l’extrémité  du  rayon  Cm;  joignant  alors  lés  points  T 
et  M',  la  droite  TM'  sera  la  tangente  cherchée. 

En  partant  de  l’expression  (3) 


B\r' 


'on  trouve  a ~ 00  pour  y'  — o ; l’ellipse  tombe  donc  én  A et 
A'  perpendiculairement  sur  le  grand  axe , parce  qu’en  consi- 
dérant la  courbe  comme  un  polygone  d’une  in&nité  de  côtés 
dont  chacun  est  infiniment  petit , la  tangente  peut  être  regardée 
comme  le  prolongement  de  l’un  de  ces  élémens.  Pour  x‘  = o>, 
le  point  de  tangence  est  à l’extrémité  du  second  axe,  a=o, 
donc  la  tangente  est  parallèle  à l’axe  des  abscisses.  On  peut 
mettre  la  valeur  de  a sous  la  forme 


— Bax' 


•(7)- 


/ 
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fÔr  x'  diminuant  depuis  j/  = A jusqu’à  x'  = o , le  dénomi- 
nateur de  a augmente , la  fraction  diminue  , l’inclinaison  des 
élémens  correspondans  de  l’ellipse  sur  l’axe  des  abscisses , va 
donc  en  diminuant  depuis  le  sommet  de  la  courbe  jusqu’à 
l’extrémité  du  second  axe.  On  remarquera  que  la  tangente  a 
est  négative  pour  des  abscisses  x'  positives,  et  positive  pour 
des  abscisses  x'  négatives  : ce  qui  doit  être  puisque,  dans  le 
premier  cas , les  angles  de  la  tangente  avec  le  grand  axe , sont 
obtus  , tandis  que,  dans  le  second,  ils  sont  aigus. 

On  trouvera  facilement  que  les  coordonnées  du  point  pour 
lequel  a — 1 , sont 

A*  B‘ 

J /A-  4-  B1 


af  — ±z- 


V A*  + B*  ’ 

fl  , 

lesquelles , pour  le  cercle  et  dans  l'hypothèse  A = 1 , de- 


viennent 


y = ± 


F.’ 


qui  sont  alors  le  cosinus  et  le  sinus  de  l’angle  de  5o°. 
De  l’expression  (5)  de  là  sounormale 


PN  = — 


B*x' 


on  déduit  ( fig.  98  ) 
CN  = CP 


n»  A 2 — R2 

PN  = x'  - x'. . . .(8;-, 


f A J*. 

en  observant  que,  dans  la  traduction  de  la  différence  CP  — PN , 
on  doit  employer  la  valeur  de  la  sounormale,  abstraction  faite 
du  signe  qui  la  précède , puisque  ce  signe  ne  fait  qu’indiquer 
îe  sens  dans  lequel  on  doit  porter  cette  sounormale , à partir 
dn  pied  de  l’ordonnée , sens  toujours  contraire  à celui  de 
l’abscisse  x' qui  se  compte  du  centre  de  la  courbe.  Pour  x'— A, 
on  a la  plus  grande  valeur  de  CN,  savoir 


™_A*-Ba__CF  CF  „„ 
ÇN-~ CÂ-  CÂ-CF, 
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donc  à cause  de  CF  < AC , on  a CN  < CF  , ce  qui  mcmtrt 
que  l’extrémité  de  la  normale  au  point  A , tombe  entre  le  foyer 
et  le  centre;  et  d’ailleurs,  de  l’expression  delà  sounormale  (5), 
Considérée  abstraction  faite  du  signe,  on  tire  pour  x'=A, 


la  longueur  AN  est  donc  égale  à la  moitié  du  paramètre  (io3). 
Pour  a/  — o , on  trouve  CN  = o : donc  , pour  tous  les 
points  entre  A et  B,  la  normale  coupe  toujours  le  grand 
axe  entre  le  centre  et  un  point  situé  à une  distance  de  ce 
centre , égale  au  demi-paramètre , point  placé  entre  le  centre 
et  le  foyer. 

106.  Problème  VI.  Mener  une  tangente  d t ellipse  en  un 
point  donné  sur  la  courbe  (fig.  99). 

La  droite  menée  par  le  centre  et  le  point  de  tangence  x'y', 
a pour  équation 


d’où 


et  l’inclinaison  de  la  tangente  sur  l’axe  des  abscisses , a pour 
^tangente 


IP  x' 

A‘ y 


multipliant  l’une  par  l’autre  les  égalités  (1)  et  (a) 
cette  relation 


aa 


on  a 


mais  on  sait  déjà  (99)  que  les  tangentes  trigonométriques  « , * 
des  angles  de  deux  cordes  supplémentaires  telles  que  AN , A'N  > 
satisfont  à la  relation 


donc  si  la  carde  AN  est  parallèle  an  demi-diamètre  CM', 
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ïmtjuel  cas  u — a,  on  aura , d’après  (3)  et  (4) , « = a , et 
la  corde  AN  sera  parallèle  à la  tangente  M'T. 

De  là  résultéJfette  construction  très-simple  pour  mener  une 
tangente  à l’vp/eD  un  point  donné  : on  mènera  le  demi- 
diamètre  du  de  tangence , puis  de  F extrémité  du  grand 

axe , opposée  au  point  de  tangence , une  corde  parallèle  à ce 
demi-diamètre , la  corde  supplémentaire , et  par  le  point  de 
tangence  une  parallèle  à’  cette  dernière  , laquelle  sera  la  tan- 
gente cherchée. 

Corollaire  I.  Si  l’on  rapproche  la  relation  (3)  trouvée  (64)  » 
des  relations  (3)  et  (4)  obtenues  plus  haut , en  observant  que 
a , a',  » , * sont  des  tangentes  , on  en  conclura  que  le  conju- 
gué du  demi-diamètre  CM',  est  une  parallèle  CN'  à la  tangente 
en  M'.  Ainsi , étant  donné  un  diamètre  , on  saura  trouver  son 
Conjugué.  . . > . 

Corollaire  If.  Mais  si  sur  la  ligne  CT  ==  b . a A , comme 
grand  axe,  et  sur  le  même  multiple  n.  qB  du  second  axe,  on 
construit  une  ellipse , elle  passera  nécessairement  par  M', 
puisque , pour  les  cordes  menées  de  C et  T en  M',  on  a 
la  relation 

, . ' B* 

aa  = . * 

A“ 

Si  par  le  centre  C'  de  la  seconde  ellipse , on  mène  une  pa- 
rallèle C'M"  à CM',  puis  par  M"  une  tangente  M"T',  le  point 
M"  sera  sur  une  troisième  ellipse  ayant  des  axes  proportion- 
nels à ceux  de  la  seconde.  Toutes  les  tangentes  aux  intersec- 
tions consécutives  de  ces  ellipses,  sont  parallèles. 

107.  Nous  avons  supposé , i°.  que  si  deux  droites  menées 
des  extrémités  du  grand  axe  de  l’ellipse , satisfont  par  leurs 
tangentes  trigonométriqucs  à la  relation  . - 


Ba 


elles  se  couperont  en  un  point  dc'l’ellipse  ",  20.  que  si  l’on  a 

* • , B“ 


Al  O 
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a'  étant  la  tangente  de  l’angle  fait  avec  le  grand  axe  par  la 
demi-diamètre  mené  au  point  de  tangence,  a sera  celle  de 
^inclinaison  de  la  tangente  sur  le  même  I 
i°.  L’équation  de  l’une  des  droites  étau 

y — » ((*  — A) , 

et  celle  de  l’autre  , 

y = •'  (*  + A)  ==*—  + A), 


à cause  de  *'  = ■ 


B’  1 ■ • 

■ -jri  • ~ > leur  produit  donnera 

A Ct 


B3 

y — — *•): 


V 


donc  les  coordonnées  de  l’intersection  des  deux  droites  satis- 
font à l’équation  de  l’ellipse , et  conséquemment , cette  inter- 
section sera  sur  la  courbe.  • 

a°.  On  a 


* 

a — 


51  1 

A*’  7 


51  - 

A •'/’ 


et  conséquemment , l’équation  de  la  droite  assujétie  à passer 
par  le  point  de  tangence  x',  y',  et  à faire  avec  l’axe  des 
abscisses  un.  angle  dont  la  tangente  soit  —a,  sera 


y — y = 

et,  après  la  réduction  , 


B*  x' 

-*•7  <*-*>• 


A4/1-*-  B’x"  = A %ÿy  + B‘j/r  = A*B*, 

équation  de  la  tangente  au  point  x' , y (io5) , en  observant 
de  plus  que  le  point  x',  y est  sur  la  courbe. 

108.  Problème  VII.  Enoncer  l'équation  de  rellipse;au 
moyen  des  coordonnées  polaires  (Gg.  îoo). 

Aux  données  d’une  abscisse  et  de  l’ordonnée  correspon- 
dante , on  peut  substituer  celles  d’un  rayon  vecteur  et  de 
l’angle  qu’il  fait  avec 'une  parallèle  à l’axe  des  abscisses  , 
menée  par  le  pôle  fixe  de  ces  rayons. 
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Soient  p et  q les  coordonnées  CD,  DE  du  pôle  E des 
rayons  vecteurs  EM , <p  l’angle  de  EM  avec  une  parallèle  E a 
à l’axe  AA',  x CP,  y ~ PM,  les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  M : on  a trouvé  [chap.  II]  , (a5) , ces  relations 

«r  , , 

x = p -f-  z Cos  p , y — q -f-  z.  sm  q>  -, 
ces  valeurs  portées  dans  l’équation  de  la  courbe 
A *y  -f  B*x*  = A*B* 

donnent 


A“sin*p  I zZ  2qA*sin<p  l.z  -}-  q* A*  = O (1). 

+ B*cos*ç  | -J-  sq»B“  cos  9 I -f-  p*B*  I 

— A*B* 

Les  hypothèses  p ~o,  q = o portent  le  pôle  E au  centre  C 
de  la  courbe,  et  donnent 

v.  . • ^ _ AB 

{/  A*  sin*  9 -f-  B*  cos*  <p  * 

expression  qu’on  peut  conclure  de  celles  qui  ont  été  trouvées 
(63).  Pour  A = B , on  trouve  z = A pour  toutes  les  valeurs 
de  <p  , ce  qui  doit  arriver , parce  qu’ alors  l’ellipse  se  change 
dans  un  cercle. 

On  observe  qu’en  égalant  à zéro  le  terme  tout  qpunu  de 
l’équation  (i)  , on  porte  le  pôle  sur  l’un  des  points  de  l’ellipse  , 
puisque  ce  terme  tout  connu  n’est  que  l’équation  de  l’ellipse» 
en  y changeant  x en  p et  y en  q.  Si  de  plus  on  dit  que  les 
deux  valeurs  correspondantes  de  z sont  milles , le  rayon  vecteur' 
sera  tangent  à la  courbe , et  la  valeur  correspondante  de  9 
sera  celle  d’une  tangente  avec  l’axe , en  un  point  p , q de  la 
courbe.  On  trouve  ainsi 

B*  x' 

tang  = ~A*  y $ . r 

en  changeant  p en  x'  et  q en  y,  c’est  en  effet  l’ expression 
(3)  trouvée  (i©5). 

Si  dans  (î)  on  fait  q=o,  p=  c=  \/ A*  — B“,  ce  qui 
revient  à porter  le  pôle  à l’un  des  foyers  E , on  trouve , aprèï 

*4-v 
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les  réductions , 

Az  = tih  ( cz  cos  ç — B*) , 
d’où  l'on  tire , à cause  du  double  signe  , 

Ba  . * B* 


A — c cos  <p>  A + c cos  p ’ 

or  comme  c est  < A , et  cos  <p  <i  1 , la  première  valeur  de  «■ 
«st  toujours  négative  et  se  rapporte  à la  demi-ellipse  infé- 
rieure A'B'A , tandis  que  la  seconde  se  rapporte  à la  derni- 
«llipse  supérieure. 

On  observera  que , pour  les  valeurs  de  ç,  depuis  ç~o  jusqu’à 
p = sr , le  rayon  vecteur 

— B* 

A -f-  c cos  ^ 

donne  la  demi-ellipse  supérieure.  On  nomme  excentricité  la 
distance  c du  centre  au  foyer  de  l’ellipse. 

■Corollaire  /.  Si  dans  l’expression 

. te#  . r 

z = A — ; • 

trouvée  (102)  , on  remplace  x par  sa  valeur  c-^-zcosp, 
le  pôle  «tant  au  Foyer  F , on  trouvera 

A(i-e‘) 

Z — — — L » 

r -J-  e cos  ç 

f " ' , f c ~ 

en  représentant,  pour  abréger , — par  e. 

. • •• 

Corollaire  17.  Menons  par  le  foyer  F (fîg.  100)  et  sous  un 
angle  quelconque  ô avec  le  grand  axe  , une  droite  aa',  et  soit  u 
ljingle  entre  le  rayon  vecteur  FM  et  aa',  on  aura  <p  — u — Ô ; 
et  par  la  substitution  de  .cette  valeur  de  9 dans  l' expression 
de  z (corollaire  1) , on  trouvera  ‘ » * 

1 î -f-ecos  ( u 

ï A(i-Ô  4 


3 

• 3 
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■f.  103.  Théorème  VI.  Le  lieu  des  extrémités,  des  soutangentex 
polaires  de  l ellipse,  est  une  ligne  droite  perpendiculaire  au 
grand  axe  (fig.  toi  ). 

F étant  un  foyer  de  l’ellipse , si  par  F on  mène  une  per- 
pendiculaire Fr  au  rayon  vecteur  FM',  et  une  tangente  en  ce 
point  jusqu’à  la  rencontre  en  r,  la  ligne  Fr  est  la  soutangenta 
polaire  de  l’ellipse. 

En  prenant  l’origine  au  centre  C de  la  courbe,  et  désignant 
par  x',  y'  les  coordonnées  du  point' de  tangence  M',  on  a 
pour  équation  de  FM' 

c>; 


l’équation  de  la  droite  menée  par  F perpendiculairement  à 
FM',  est  donc 

e — x'  *• 

y = -yr  (*— c) (O* 

pour  avoir  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  Fr  avec- 
la  tangente  M 'r , il  faut  porter  la  valeur  y tirée  de  (1)  dan» 
l’équation  de  la  tangente  à l’ellipae 

A *y'y  + B^r'a:  = A*B* (3): 

après, cette  substitution  et  les  réductions,  on  trouve 

A«  Ai 

x = CR  = — = — 

C y/ A1—  B* 

expression  indépendante  des  coordonnées  du  point  M',  et  de- 
laquelle  on  conclut  que  l’abscisse  du  point  r,  est  indépendante 
de  la  position  du  point  de  tangence  M',  ensorte  que  le  lieu 
des  points  r,  pour  toutes  les  positions  de  M',  est  la  droite  SR 
perpendiculaire  au  grand  axe  et  fixée  de  position  par  l’abscisse 
CR.  Pour  porter  l’origine  au  foyer  F , il  faut  'faire 

x = c -+•  X,  d’où  X = x — c; 

donc 

' V X=  A‘ 


]/  A3  — B* 


ÿ A*  — Ba 


Digiiized  by  Google 


PROPRIÉTÉS 


*>4 


Bft 

et  en  introduisant  le  paramètre  p—  -r- , on  trouve 

A »<-, 


X = 


sJ'-Ç 


(4)- 


y * 


Cette  propriété  que  je  n’ai  vue  démontrée  que  dans  le  Ttaité 
de  Calcul  différentiel  de  M.  Dubourguet , y est  déduite 
d’une  analyse  que  nous  n’avons  pu  employer  ici , et  à laquelle 
j’ai  substitué  la  précédente  qui  est  très  - simple  : elle  a lieu, 
comme  nous  le  verrons , dans  l’hyperbole  et  dans  la  para- 
bole. Nous  appellerons  la  ligne  SR  directrièe  de  l’ellipse. 

no.  Théorème  VII.  Les  deux  rayons  vecteurs  menés  au 
point,  de  tangence , font  avec  la  partie  de  cette  tangente , 
située  du  même  côté , des  angles  égaux  (fig.  10a). 

En  désignant  toujours  par  c l’abscisse  du  foyer,  par  xf,  ÿ 
les  coordonnées  du  point  M1  de  tangence  , et  par  « , a et  Y. 
le*  tangentes  des  angles  M'FX,M'TX,  FM'T,  on  sait  que 

Y B* 

* ~ A3  y 

c — « _ A Y3  + BV*—  B*  ex'  . 

i -f -a*  A* cy'  — ( À*  — B* ) x f 

mais  le  point  M'  étant  sur  l'ellipse , on  a 


et 


V = 


A*y*  4-  BV*  = A*B*, 
c*  = A*  — B*; 


et  d’ailleurs, 
donc 

__  A»B*—B*V  _ B*  (A*  — ex)  __  R* 

A*Cy — c‘x'y'  cy'  (A* — ex')  cy' 

Or  en  passant  «îü  foyer  F an  foyer  F',  et  cherchant  à calculer 
la  tangente  V'  de  l’angle  F'MT  , il  ne  peut  y avoir  de  diffé- 
rence que  dans  le  signe  de  c qui  devient  — c ; ainsi  en  chan- 
geant dans  (i}  c en  — e , on  a , 

V = CO*  ' 
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Ces  deux  tangentes  V et  V'  étant  égales  et  de  signes  contraires > 
les  angles  FM' T , F'M'T  sont  supplémens  l’un  de  l’autre  : on 
a donc  « 

• FM'T  + F'M'T  = x ; 
mais  d’ailleurs 

F'M'T  + F'M't  = «-  : 
donc  FM'T  = F'M't. 

Corollaire  I*r.  La  normale  M'N  divise  en  deux  parties  égales 
[angle  F'M'F  des  deux  rayons  vecteurs . 

Corollaire  II.  De  cette  propriété  on  déduit  une  construction 
graphique  très-simple  pour  mener  une  tangente  à F ellipse , 
i°.  par  un  point  donné  sur  cette  courbe,  2°.  par  un  point 
extérieur. 

i°.  On  mènera  (fig.  io3)  les  rayons  vecteurs  F'M't  FM'  au 
point  M'  de  tangence,  on  prolongera  le  plus  grand  F'M'  d’une 
quantité  M'K  ==  FM'  ; joignant  K et  F , la  ligne  M'T  perpen- 
diculaire à FK , sera  la  tangente  cherchée. 

En  effet , l’angle  FM'T  = TM'K  = tM'F'  ; on  est  donc  ra- 
mené à l’égalité  des  angles  de  chacun  des  rayons  vecteurs  avec 
les  portions  M'T , M't  de  la  droite  tT  qui  est  conséquemment 
tangente  en  M'. 

On  peut  encore  s’assurer  que  la  droite  tT  ainsi  déterminée 
n’a  que  le  point  M'  commun  avec  la  courbe  ; car  pour  tout 
autre  point  t de  cette  ligne , aussi  près  qu’on  voudra  de  M',  on 
a toujours 

F't-fiK  > F'K  > F'M'  + MT  > 2À  ; , 

donc  le  point  t ne  peut  être  sur  l’ellipse,  et  il  ne  peut  être 
intérieur  à la  courbe. 

2°.  Soit  t ( fig.  io4)  le  point  duquel  on  doit  mener  une  tan- 
gente à l’ellipse.  Du  point  F',  comme  centre  , avec  un  rayon- 
égal  au  grand  axe  2 A , on  décrira  un  arc  de  cercle  ; du  point 
donné  t,  comme  Centre,  avec  un  rayon  égal  àtF.  ou  décrira 
un  autre  arc  de  cercle  qui  coupera  le  premier  en*K  ; menant 
F'K,  le  -point  M'  d’interse®tion  sera  celui  de  tangence,  et1 
joignant  M'  et  t , la  droite  M't  sera  la  tangente  demandée. 
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En  effet , d’après  la  construction , tP  = tK  ; de  plus 

F'M'-J-M'K  = aA,  F,M,  + M'F  = aA;  ^ donc  M'R=M'F; 

conséquemment  les  points  t et  M'  sont  à des  distances  égales 
fF  et  tlv  , M'F  et  M'K  des  points  F et  K ; la  ligne  fM'  est  donc 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FR,  et  les  angles  FM'T , 
F M t sont  égaux  ; donc  la  droite  thV  est  tangente.  Cette  cons- 
truction n exige  pas  que  1 ellipse  soit  tra'cée  , mais  seulement 
qu’on  ait  ses  axes.  On  observera  que  les  arcs  décrits  des  points  Ff 
et  tse  coupent  en  un  autre  point  K'  qui , joint  à F',  donne  un 
second  point  M"  de  tangence  , , et  une  seconde  tangente  tM"T', 

[[Voyez  les  solutions  (84)3-  . : 

Il  serait  nécessaire  et  facile  de  prouver  que  , pour  tout  point 
situé  soit  intérieurement,  soit  extérieurement  à l’ellipse,  la 
somme  des  distances  aux  foyers  est  plus  petite  ou  plus  grande 
que  le  grand  axe.  , 

Corollaire  III.  On  sait  qu’un  corps  élastique  qui  vient 
frapper  un  plan  dans  une  direction  oblique,  se  réfléchit,  en 
faisant  l’angle  de  réflexion , égal  à celui  d’incidence  ; et  que 
les  rayons  lumineux,  sonores  et  calorifiques,  sont  composés  de 
corpuscules  élastiques.  Donc  si  l’on  suppose  que  l’un  de  ces 
rayons  parte  de  l’un  des  foyers  de  l’ellipse  , et  vienne  frapper 
un  point  de  cette  courbe , ou  la  t^pgente  en  ce  point , il  ira 
se  réfléchir  à l’autre  foyer  ; ensorte  que  si  l’un  de  ces  foyers 
est  le  centre  d’un  faisceau  de  rayons  lumineux , sonores  ou 
calorifiques,  tous  ceux  qui  iront  frapper  les  points  de  l’ellipse, 
se  réuniront  à l’autre  foyer  : c’est  de  cette  belle  propriété  que 
les  foyers  ont  tiré  leur  nom. 

tu.  Problème  VIII.  Si  l’on  mène  à tous  les  points  d’une 
ellipse  des  tangentes  , et  que  de  l'un  des  foyers  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur' chacune  d'elles,  on  propose  de  trouver 
le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

D’équation  de  la  tangente  en  un  point  xr , y'  de  l’ellipse , est 

, ■ k -f-  If’x'x  = AaIl’;  * -•  ; 
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l’équation  de  la  perpendiculaire  menée  du  foyer  sur  la  tan- 
gente , est  * 

A* y' jc  — B’x'y  = A *cy'  ; » 

éliminant  x',  y’  au  moyen  de  ces  équations  et, de  celle  de 
l’ellipse  rapportée  au  point  x',  y' , on  obtient  cette  relation 

(y1  -f-  x®  — ex  )®  — A*  (x*  — 2 ex  -f-  c*)  — B*y*  = o, 

qui  revient  à la  suivante , 

yt  -f-  ( ax*  — 2cx  — B®)  y* 

4 ( x*  — 2 ex3  — B*x®  + 2ÂVx  — AV*)  = o , 


ou  à celle-ci , 


y*  4"  (ax* — 2cx  — B®)  y®  4"  (x® — A“)(x  — e)*  = o : 

en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à y*,  on  trouve  que 
la  quantité  sous  le  radical , est  le  carré  de  2cx  + B* — 2A®  ; 
d’où  l’on  conclut 


‘ QX*  4 2rtrr  4 b1  — ( 2cx  + B* — a A*  ) 


c’est-à-dife , en  tenant  compte  du  double  signe  sous  le  radical , 

. * * î y = ± J /[—  or*  4-  4CX  — 2c“!] . 

r y fc  ± V—  x®4A“, 

auxquelles  répondent  ces  équations 

y1  + <*  »=  o , y»  + x®  = A*, 

dont  la  première  donne  le  foyer , et  la  seconde  représente  un 
cercle  décrit  du  centre-  de  l’ellipse  avec  le  demi-grand  axe 
pour  rayein  : ce  cercle  est  le  lieu  des  points  cherchés  ; et  eu 
effet,  nous  trouverons  ( 1 1 5 ) que  les  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissés  des  foyers  sur  une  tangente  en  un  point  quel- 
conque de  l’ellipse , sont  sur  la  circonférence  Mu  cercle 
circonscrite  à l’ellipse;  l’autre  facteur  y*-f-(x — c)“  = o , 
rend  l’hypothèse  que  les  perpendiculaires  sont  menées  du 


1 
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foyer,  et  le  système  des  deux  équations  donne  Tes  coordon- 
nées des  deux  extrémités  de  chaque  perpendiculaire. 

lia.  Théorème  VHÎ.  Le  rectangle  de  T ordonnée  du  point  de 
' tangence  par  F ordonnée  de  la  tangente  qui  passe  par  le 
centre  de  l ellipse,  est  égal  au  carré  du  demi-second  axe 

(fig.  io5). 


On  a trouvé  (iû5),  tp: 


; conséquemment. 


de  là  on  déduit 


„ B* — v'1  . B* 

et  = —J  + y = y> 


B1  , 

-,  x y 
y . 


Ct  X P'M'  = B*. 


n3.  Théorème  IX.  Le  rectangle  de  la  normale  par  Ta 
' perpendiculaire  menée  du  centre  sur  la  tangente , est  égal  ait 
carré  du  demi-second  axe  ( Gg.  1 o5  ). 

Menant 'la  normale  M'N,  et  la  perpendiculaire  CQ  sur  la- 
tangente  , les  triangles  rectangles  T'M'N , QCi  semblables  , 
donneront  la  proportion 

m p'  : M'N  ::  cç  : et  -,  * 

or  ( na) 

MT'  X 0 = B»; 

donc  aussi , . « 

• M'N  X CQ=  B*.  ‘ •- 

114.  Théorème  X.  Le  rectangle  dis  perpendiculaires  aux 
extrémités  du  grand  axe , prolongées  jusqu  à la  tangente,  est 
égal  au  carré  de  F ordonnée  (fig.  io5). 

En  remplaçant  x par  -f-  A et  par  — A dans  l’équation  de- 
là tangente,  les  [ordonnées  y correspondantes  sont  Am,  A'm' 
, dont  le  produit  est  = B*. 

n5.  Théorème  XI.  Le  produit  des  perpendiculaires  FH , 
FTl',  menées  de  chacun  des  foyers  de  l’ellipse  sur  une  tan- 
gente à çette  courbe,  est  constant  et  égal  au  carré  du  demi* 
teç ond  (yfg.  t,rx 
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Nous  démcatreroBs  cette  proposition  par  l’analyse  et  par 
la  géométrie. 

i°.  Nous  avons  trouvé  (chap.  Il,  probl.  V)  cette  expression 
de  la  plus  courte  distance  d’un  point  donné  à une  droite  donné» 


d = £ 


' — ax" — b 


en  désignant  par  x‘ , y * les  coordonnées  du  point  donné. 
Ici  la  droite  donnée  étant  la  tangente  au  point  M"  dont  le» 
coordonnées  sont  x7,  y',  on  a 

■ * 

B»  x 


et  b comme  ordonnée  CR  (Gg.  1 06)  de  la  tangente  au  point  xr=o, 
L ■ g» 

est  — qu'on  obtient  en  faisant  x = o dans  l’équation  de  la 
tangente 

A %y  y -f-  BVx  = A*B*: 


d’ailleurs  pour  le  foyer  F , y"  = o , x"  = c » et  pour  le 
foyçr  F\  y“=  o , x"=  — c : donc 


BVx'  B* 


FH  — 

Jïi L 

/ _ 

^ B*  (ex' -A*)  . 

/ • * * • 

»*•  f # *, 

n/1  + 

* 

BV1 

Ay® 

V A4y  * -f  B V1  ’ 

Bacx' 

B1 

♦ ' « 

F'H'  = - 

A-/ 

y'  ... 

B‘  (cx'-f-  A*) 

. * * •. 

B4x'“ 

j/Aya-f  bv1’ 

y **  ~r 

Ay 

et  conséquemment, 

FH  X FU'  = B*. 

4 * •*  * ' * . 

a®.  Soit  décrit  (Gg.  107) sur  le  grand  axe  AA'  de  l’ellipse, 
comme  diamètre,  une  circonférence  ANA'  ; je  dis  que  cette  tir- 


\ 


I ' 

• , 
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conférence  passe  parles  points  H et  H',  ce  qui  revient  à prouver 
que  C étant  le  milieu  du  grand  axe  , les  lignes  CH  , CH'  sont 
égales  entr’elles.  Soit  prolongé  le  rayon  vecteur  FM'  jusqu’à 
la  rencontre  en  R'  de  la  perpendiculaire  F'H'.  Le  triangle 
R'M'II'  est  égal  au  triangle  FI'F'M',  à cause  de  l’angle  R'M'H' 
= H'M'F',  d’un  angle  droit  dans  chaque  triangle , et  du  côté 
commun  M'II'  ; donc  M'R'=M'F',  et  ajoutant  de  part  et 
d’autre  M'F,  on  aura  FR'=  p.A.  Or  la  ligne  H'C  divisant  les 
côtés  F'F  et  F'R'  en  parties  égales,  est  la  moitié  de  FR'  ; donc 
H'C  = A : on  démontrerait  de  la  même  manière  que  CH=A, 
Donc  , etc*  Cela  posé  , si  l’on  prolonge  la  ligne  HC  jusqu’à 
la  rencontre  de  la  circonférence  en  h , et  qu’on  mène  F 'A  » 
les  triangles  FIIC , F7iC  seront  égaux , à cause  de  CF  =CF', 
CH  — CA,  et  de  l’angle  IICF-=  ACF' ; donc  F'A  est  égale  et 
parallèle  à FII  ; et  connue  F'11'  est  aussi  parallèle  à FH  , il 
s’ensuit  que  la  ligne  H'F'A  est  droite.  Les  deux  cordes  A'A  ; 
H'A  qui  se  coupent  dans  un  cercle  , donnent 

H'F'  X F'n  = A'F'  X F'A  = H'F'  X FII  ; . 


mats 

A'F'  X F'A  = ( A — c)  ( A -f  c)  = A*  — c*  = B* ; 
donc,  etc. 

Corollaire.  Les  triangles  FM'H , F'M'H'  sont  semblables  , 
à cause  des  angles  égaux . que  les  rayons  vecteurs  font  avec 
la  tangente  (uo)  et  d’un  angle  droit  de  part  . et  d’autre  , et  cés 
triangles  donnent 

FH  : F'H'  ::  FM'  : F'M'  ; 

f • ’ « 

mais  F'H'  = -f- , donc 
FH 


fh  : B1  ::  fm'  : f'M', 

propriété  utile  dans  l’astronomie. 


t«». 


H 6.  Problème  YIII.  Etant  donnés  les  axes  d une  ellipse , 


: ♦ 


Digitized  by  Google 


de  l’ellipse.  # aat 

trouver  un  système  de  diamètres  conjugués  faisant  entr'exuz 
un  angle  donné  ( fïg.  108). 

On  décrira  sur  Je  grand  axe  , un  arc  de  cercle  capable  d’un 
angle  donné  , par  le  point  où  cet  arc  coupera  l’ellipse , on 
mènera  aux  deux  extrémités  du  grand  axe,  deux  cordes  , 
lesquelles,  ainsi  qu’on  l’a  démontré  (106),  seront  respective- 
ment parallèles  aux  diamètres  cherchés.  Cet  angle  entre  les 
diamètres  conjugués  est  donc  toujours  obtus , comme  égal 
à un  angle  inscrit  qui  s’appuie  sur  le  grand  axe  (100)  , et  le 
problème  n’est  possible  que  dans  ce  cas.  Nous  allons  traduire 
cette  construction  en  analyse. 

Soient  LAX  l’angle  entre  les  deux  diamètres  , R le 
centre,  RA  le  rayon  de  la  circonférence  Adnbn'cA'  capable 
de  l’angle  donné,  AdnBn'c'A  l’ellipse,  Ll  une  tangente  en 
A à la  circonférence.  Désignant  tang  LAX  par  a , on  aura 
pour  équation  de  Ll , 

y = a (x  — A); 

V/  V . 

l’équation  de  la  perpendiculaire  AR  à AL , sera 
y - -i  (x  — A).. 

l'ordonnée  CR  du  point  R où  cette  ligne  coupe  le  second 
axe , point  qui  est  le  centre  de  1»  circonférence  cherchée 
ayant  AR  pour  rayon  , s’obtient  en  faisant  x = o dans  (1), 
ce  qui  donne 


l’équation  du  cercle  décrit  du  centre  R avec  le  rayon  AR, 
est  donc 


et , après  les  réductions  , 
aA 
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11  s’agit  de  trouver  les  coordonnées  des  intersections  de  ce 
cercle  avec  l’ellipse 

A‘y*  -h  Bïxa  = A*B* (4). 

A cet  effet , nous  prendrons  la  valeur  de  x*  dans  (3)  pour  la 
substituer  dans  (4)  qui  deviendra 

(A*—  Ba)  y + y =o (5)  ; 

d’où  résultent  ces  deux  valeurs  de  y , 

(6). . . . y — o , y — ' e B*)*  * **C0  » 

la  première  indique  que  le  cercle  coupe  le  grand  axe  atrX 
extrémités  A et  A'  : les  abscisses  correspondantes  à la  seconde 
valeur  de  y , sont  fournies  par  l’équation  • 


a*  ( A*  — B*  y æ»  = A1  [ a1  ( A*  — B1  y — 4B*A*} , 

qui  résulte  de  la  substitution  de  la  valeur  (7)  de  y dans 
(4)  on  en  déduit 

_l_  A l/a*  (À»—  B»)»— 4B‘A\ 

X = rt  ^ 

* pour  que  ces  abscisses  soient  réelles , il  faut  qu’on  ait 

o‘(A»— B*)*>  4BaA% 

condition  satisfaite  par  . , 

96  A ^ aBA 


a > 


a < — 


A“  — B** 


Ainsi  les  limites  de  l’angle  sont  (101)  l’angle  à l’extrémité  du 
grand  axe  et  qui  s’appuie  sur  le  petit , et  l’angle  à l’extré- 
mité du  petit  axe , et  qui  s’appuie  sur  le  grand.  D’ailleurs  , 
les  deux  intersections  n et  n résolvent  pareillement  la 
question. 

117.  Théorème  XII.  Si  dans  T ellipse  ,-on  mène  des  extrémités 

r 
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M'  et  N de  deux  diamètres  conjugués  CM , CN  des  perpendi- 
culaires au  granU  axe , les  triangles  CM'P , CNp  seront  équi- 
valons (Gg.  109).  » 

On  sait  que  le  diamètre  nN  est  parallèle  à la  tangente  fT 
menée  à la  courbe  par  l’extrémite  M'  du  conjugué  : ainsi 
les  triangles  PTM'  et  pCN  seront  semblables  et  donneront 
la  proportion 

mp  : pN  ::  pt  : Cp  ::  ■■)  : v, 


v désignant  l’abscisse  Cp  : remplaçant  M'P  et  pN  par  lenr» 

B*  B1 

valeurs  -^( A* — x'J) , — ( A* — v*),  on  trouvera,  après  le* 

1 A A 

réductions , 

Aa  — x'4  : x'4  ::  v4  : A4  — v4, 
d’où  l’on  tire  , 


donc 

c’est-à-dire , 

donc  aussi 
c’est-à-dire , 


a*  : x'4  ::  a*  : a*  — v4; 

a/4  = A4  nr  v» , 

CP  = CA — Cp  — A 'p  X A p; 
v4  = A4  — sd\ 


Cp  = CA  — CP  = A'P  X PA. 
Conséquemment , 

V 

cp“  : j5f  : : Cp  : pm'*  , d’où  cp  x PM'  =*  Cp  x pN. 


n8/  Théorème  XIII.  Un  demi  diamètre  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  deux  portions  de  la  tangente  qui  lui  est 
parallèle,  comprises  entre  le  point  de  tangence  et  les  deux  axes 
suffisamment  prolongés  (%.  109).  .j  . -s 
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Cette  tangente  tM'T  à l’extrémité  du  diamètre  CM', 
étant  une  parallèle  à son  conjugué , les  triangles  PTM',  pCN 
sont  semblables  ,«et  ils  donnent  cette  proportion 

BTT  : CN  ::  aire  TPM'  : aire  CpN 
;;  aire  TPM'  : aire  CPM' 

::  tp  x pm'*:  cp  x PM'  ::  tp  : CP 
::  tm'  : m 't-, 

donc 

0?*=  M'T  x m 't. 


■ Corollaire  I.  Le  . prolongement  M'I  du  premier  diamètre 
CM'  jusqu’à  la  circonférence  décrite  sur  tT  comme  diamètre, 
est  une  troisième  proportionnelle  aux  demi-diamètres  CM',  CN  : 
en  effet , à cause  de  l’angle  droit  tCT , la  circonférence  tIT 
ira  passer  par  le  centre  C,  et  on  aura 


. CM'  X M'I  = M'T  X M't  = CN  , 


d’où 


MT  = 


CN 

CM7* 


Corollaire  IF.  Il  est  maintenant  facile  de  décrire  l’ellipse  , 
connaissant  les  demi-diamètres  conjugués  CM',  CN  et  leur 
angle  M'CN.  A cet  effet , on  prolongera  CM'  d’une  longueur 

—a 

CN 

M'I  égale  à la  troisième  proportionnelle  ■ on  mènera  par 


M'  une  droite  indéfinie  Tf  parallèle  à CN,  par  le  milieu  de  CI 
une  perpendiculaire  à cette  droite  qui  coupera  TT  en  un  point , 
et  de  ce  point  comme  centre  , avec  la  distance  du  même 
point  au  point  C , on  décrira  la  demi-circonférence  qui  cou- 
pera la  parallèle  en  T et  t où  les  axes  prolongés  doivent 
la  rencontrer  : jofgnant  T et  .C  , t et  C , menant  la  perpen- 
diculaire M'P  ',  et  prenant  une  moyenne  proportionnelle  CA 
À*  ' 

entre  CP  ~ x'  et  CT== — on  aura  lalongueurdèl’un  des  demi--- 

JC 

v v*  ' 4 ~ i • .. 

axes  , et  on  déterminera  celle  de  l’autre  de  la  même  manière. 

119.  L’équation  de  l’ellipse  rapportée  à des  diamètres  con-  1 
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a arj 


jngüés , et  celle  de  la  droite  rapportée  à ces  diamètres  comme 
axes , étant  exactement  de  même  forme  que  celles  de  la  même 
courbe  et  de  la  même  droite  rapportées  à des  axes  rectangulaires 
.se  coupant  au  centre , on  aura  cette  propriété  analogue  à celle 
trouvée  (99),  savoir-: 


TVa  * 

b t ^ f . \ 


en  observant  que  « , « désignent  (17)  les  rapports.— 


sm*v 


r- — r-r , y et  ■>'  les  angles  avec  le  diamètre  aA'  de 

chacune  des  ootdes  supplémentaires  menées  des  deux  extré- 
mités du  diamètre  2A'  à Un  point  de  l’ellipsOÿ  et  £ l’angle 
entre  les  diamètres  aA'  et  aB'.  , 

îao.  L’équation  la  tangente  rapportée  aux  diamètres 
conjugués,  aA'^aB',  sera  toujours 


sin  (0—7) 


A"*  y’ y + B'*  = A'JB'a, 

V • -*  J. 

. sin  ai  ^ , 

et  en  désignant  f , - ■ p par  a , » étant  l’angle  de  la  tan- 

T *\  ■ * . 

gente  avec  le  diamètre  aÀ',  on  aura  toujours  comme  au  n°  io5. 


1 aura  toujours  comme 
B'a  x' 


a 


pareillement  l’équation  d’une  droite  menée  du  centre  au  point 
de  tangence  x',  y',  donnera  , g * 

* =i 


a'  représentant  le  rappoft  ^ , et  a'  l’angle-  de  la 

droite  avec  l’axe  a A'.  Ensorte  que  des’  relations  (a)  et  (3) , on 
déduira,  par  la  multiplication, 

, B'* 

aa  =-^,...^.(4). 

relation  analogue  à celle  que  nous-ayons  trouvée  (106)  entre  les 

i5  ‘ 


V 
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tangentes  des  angles  faits  par  les  mêmes  droites  avec  l’axe  aA. 
Donc  encore,  si  a — »,  ce  qui  suppose  a=y,  on  aura 
a'—et,  c’est-à-dire  et  —y  . On  déduira  encore  de  là  un  procédé 
analogue  à celui  donné  (io6)  pour  mener  une  tangente  en  un 

point  d’une  ellipse  rapportée  à des  diamètres  conjugués. 

< 

121.  Pour  avoir'un  système  de  diamètres  conjugués  capables 
d’un  angle  donné , sans  connaître  les  axes , et  en  ne  supposant 
que  le  centre  de  l’ellipse , -il  faudra , sur  un  diamètre  quelconque, 
décrire  un  arc  capable.de  l’angle  donné,  par  l’intersection  de 
. l’ellipse  par  cet  arc  , on  mènera  aux  extrémités  du  diamètre  , 
deux  cordes,  et  par  le  centre  des  parallèles  à ces  cordes,  qui 
formeront  le  système  de  diamètres  cherchés.  Si  l’arc  de  cercle 
ne  rencontrait  pas  l’ellipse , on  ferait  la  construction  sur  le 
diamètre  conjugué  , ou  sur  le  même  diamètre , en  prenant  le 
supplément  de  l’angle  donné;  et  si , dans  les  deux  cas,  l’arc  de 
cercle  ne  rencontrait  pas  l’ellipse,  le  problème  serait  impos- 
sible , car  l’angle  entre  les  diamètres  conjugués  n’est  pas  entiè- 
tièrement  arbitraire.  On  a vu  (70)  une  solution  analytique  de 
cette  question,  qui  ne  suppose  que  la  donnée  du  centre  de  la 
courbe  : on  peut  d'ailleurs  la  ramener  à celle  qui  a été  résolue 
(116),  puisque  connaissant  le  centre,  on  sait  trouver  les  axes. 

,♦  +.  „• 

. . y 

» ' < p j|  mÊl  I frdt  f‘U  '/  • . >'r 

* M 

m m # 

* * 
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CHAPITRE  XII. 

« 

Propriétés  de  la  parabole. 

122.1N*oiis  ayons  trouvé  ( c^ap.  YII)  pour  équation  de  la 
parabole 

y'  = °PX  > 

l’axe  des  x étant  symétrique  dans  la  courbe , et  l’axe  des  y 
ne  faisant  que  la  toucher  à l’origine  qui  est  le  sommet  de 
la  courbe  : le  coefficient  2 p se  nomme  paramètre. 

123.  Théorème  I.  Les  carrés  des  ordonnées  sont  comme 
les  abscisses  correspondantes. 

Pour  deux  abscisses  x' , x"  auxquelles  répondent  les  or- 
données yé,  y",  on  a 

y*  : y3  ::  a px'  î apx"  ::  x'  : x ". 

124.  Théorème  II.  La  parabole  nest  qu’une  ellipse  dont  le 
grand  axe  est  infthi. 

En  rapprochant  l’équation  de  la  parabole  de  celle  de  l’el- 
lipse rapportée  au  sommet,  et  énoncée  au  moyen  du  para- 
mètre , savoir  (io3) 


£ P 

2A 


( 2 Ax  — xx  ) 


2 P 


(-=)• 


on  voit  que  la  première  courbe  n’est  que  la  seconde  pour 
laquelle  A=  00  , pui*qu’alors  l’équation  de  l’ellipse  se  change 
dans  celle  de  la  parabole. 

>5.. 
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125.  Théorème  III.  Le  seul  foyer  qui  reste  en  passant  de 
tellipse  à la  parabotÈ , est  sur  taxe  symétrique  de  cette 
courbe  , à une  distance  du  sommet,  égale  au  quart  du  para- 
mètre ( fig.  1 10  ). 

Nous,  avons  trouvé  (102)  celte  expressiçn  de  l’excentricité  de 

l’ellipse , ' , , 

c = \/  A“  — I3a  ; 

si  l’on  veut  compter  c de  l’origine  de  l’ellipse , la  plus  voisine 
du  foyer  que  l’on  considère , il  faut  écrire 

A — c — A — j/A2  — B*  ; 

, • •-  4 ■ 

, P B* 

mais  connue  dans  l’ellipse  — =■-  - , d’où  B*  =pA,  on  aura, 

A A 

en  désignant  par  c'  la  distance  de  l’origine  A au  foyer  F , 

* ' ’ • ‘ . 

, c'  = A — v/A  ( A — p ):  * 

si  l’op  développe  le  radical  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  A , on  trouve  ? 


\P  + ( )T+etc. 


VA(A-p)  = A 
Ainsi , 

c' = )^  + etc.; 

mais  pour,  A = 00  , hypothèse  sous  laquelle  l’ellipse  devient 
une  parabole , l’expression  de  c ' devient  * 

• i,  c'  = \ p — AF. 

12G.  Théorème  IV.  Le  rayon  vecteur  FM  est  égal  à 
T abscisse  du  point  M,  augmentée  du  quart  du  paramétra 
(fig.no)..  ’ * • 

*fm  = t/y+(  x—c'y  = \J iPx  4-(x-^)  =x+^. 

% t ^ * ' * 

\ Ainsi  l'unique  rayon  vecteur  qui  existe  en  passant  de  l’ellipse 
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I la  parabole  , jouit  aussi  de  la  propriété  d’être  exprimé 
sansiradical , au  moyen  de  l’abscisse , propriété  qui  sert  encore 
à définir  la  position  du  foyer. 

Corollaire.  Si  perpendiculairement  à l’axe  des  abscisses 

( fig.  no),  et  à une  distance  ,AR  = AF  = de  l’ origine  > 

on  mène  une  droite  SQ  , il  est  clair  que  la  distance  MN  de 
chaque  point  de  la  courbe  à cette  droite^  est 

‘e  a * ■■  * ' 

2+1  = FM. 

- 3 • ’ 

• . , -» 

La  parabole  jouit  donc  de  la  propriété  d’avoir  chacun  de  ces 
points  autant  ^éloigné  du  foyer  F que  d’une  droite  SQ  que 
nous  nommerons  directrice , dont  l’équation  se  déduit  encore 
de  celle  de  la  directrice  de  l’ellipse  trouvée  (109)  , .sous 
l’hypothèse  A = 00  ; car  alors  on  trouve  X = p pour  valeur 
de  l’abscisse  comptée  du  foyer , ce  qui  revient  à l’abscisse 

FR  =.AR  -f-AF=£  + £ — p. 

2 / a ■ 

*..**’  .'  . . * - • 

127.  Problème  I.  De  la  descfiptlon  de  la  pùrabole. 

\ r • 

i°.  On  déduit  de  ce  qui  vient  d’être  dit,  un  moyen  fort 
simple  de  décrire  la  parabole  par  points  : àceteflet,  on  prendra 
sur  l’axe  des  abscisses  (fig.  111)  autant  dé  points  P que  l’on 
voudra,  et  par  chacun  d’eux  on  mènera  des  parallèles  PD . . . 
à la  directrice  -,  coupant  chaque  parallèle  en  M et  m par  des 
arcs  décrits  du  foyer  F , comme  centra , et  avec  la  distance  PR 
comme  rayon , on  déterminera  une  suite  de  points  M et  m 
qui  appartiendront  à la  parabole. 

20.  Si  sur  une  tangente  au  ftimmet  A (fig.  112) , on  prend 
AG  = AR  = AF,  et  qu’on  mène  la  droite  RGD , les  triangles 

semblables  RAG,  RDP  donneront  * * 

, , » _ ' >8 

ra  : ag  ::  rp  : pd  , donc  pd  = pr  : 
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on  pourra  donc  du  foyer  F , comme  centre , avec  PD  , comme 
rayon1,  décrire  des  arcs  qui  couperont  la  perpendiculaire  in- 
définie , élevée  par  P , en  des  points  M et  m qui  eeront  à la 
parabole.  Les  lignes  RD  , Rd  touchent  la  parabole  aux  ex- 
trémités T et  t de  la  double  ordonnée  menée  par  le  foyer. 
Cette  description  est  analogue  à celle  de  l’ellipse  (104)  , et  on 
observera  , i°.  que  le  parallélogramme  GL gl  se  change  ici 
dans  le  triangle  DR^i  z°.  que  l’angle  ARG  qui,  pour  l’ellipse  , 


cst<i' 


est  ici  = 


7T 

4‘ 


Ces  constructions  par  poin^  sont 


préférables  aux  constructions  mécaniques  ou  par  un  mouve- 
ment continu  , sur  lesquelles  on  trouvera  beaucoup  de  détails 
dans  les  anciens  traités  synthétiques  de  sections  coniques,  et 
particulièrement  dans  un  ouvrage  renfermant  le  petit  Traité 
des  Sections  coniques  de  M.  de  La  Hire  , publié  en  1767. 

4 

128.  Problème  II.  Trouver  une  courbe  telle,  que  les  distances 
de  chacun  de  ses  points  à une  droite  et  à un  point  donné , soient 
égales  entr  elles  ( fig.  no  ). 

Soient  F et  SQ  le  point  et  la  droite  donnés  : prenons  pour 
axe  des  abscisses  la  ligne  RX  perpendiculaire  à SQ  et  pas- 
sant par  F,  et  plaçons  l’origine  en  A,  milieu  de  FR  : eu 

désignant  toujours  FA  par  — , et  FM  par  z , on  aura 

- = y + (*-£), 

et,  d’aprè3  l’énoncé. 


< 


on  tire  de  ces  deux  équations, 

~ 

y =*zPx, 

équation  de  la  parabole  qui  jouit  exclusivement  de  la  pro- 
priété énoncée.  £ » • 

12g.  Problème  III.  Énoncer  F équation  de  la  parabole  au 
moyen  des  coordonnées  polaires  (fig.  u3). 


1 
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hP,  comme  nobs  l’avons  fait  dans  l’ellipse,  on  pose 

x = m + z cos  ç , y = n + z sin  <P  > 

4 et  si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  x et  y dans  l’équation  de  la 
parabole 

f y = 2/jx, 
on  trouvera  pour  résultat 


sin3  <p  . z*  -f-  an  sin  <p 
— ap  cos  i p 
P 

i m ■ _ 


a + n*  o . . .v(i) 
— 2 mp 


les  hypothèses  n = o , m = ^ portent  le  pôle  E au  foyer  F 
de  la  courbe,  et  l’équation  précédente  devient  alors  . 
z3 sin3p  = p3  -f-  apz  cos  f , 

c’est-à-dire , 

z*  — p*  - f-  apz  cos  ç -j-z3 cos3ç>  = (p  -f-  z cos  ^)*, 

/ 1 • Pt 

d’où  l’on  déduit 

* * 

s = ± (p  + s cos  » ) ; 

et , à cause  du  double  signe  , cette  équation  se  partage  dat» 
les  deux  suivantes 


î — cos  if 


î -f-  cos  <p 


De  ces  deux  valeurs  , la  première  FM  est  essentiellement 
positive , et  don^e  les  points  de  la  courbe  au-dessus  de  l’axe  ; 
la  seconde  est  négative , et  elle  se  porte  en  FN  sur  le  pro- 

r 

longement  de  FM.  Pour  ^ , on  a z = ±p  qui  sont 

les  coordonnées  Fnt,  Fm.'  du’ foyer. 

L’égalité  à zéro  du  terme  tout  connu  de  l’équation  ( î ) , 
, c’est-à-dire  , 

n*  = 2 mp,  > 

porte  le  pôle  E sur  la  courbe  ; si  de  plus  on  dit  que  les  deux 


1. 


Digitized  by  Google 


V 


a3a  . propriétés 

valeur»  correspondantes  de  z , sont  nulle»  , le  rayon  vi 
sera  tangent  à la  courbe , et  la  valeur  correspondante  de  p 
sera  celle  d’une  tangente  avec  l’axe  , en  un  point  m , n de  la 
courbe  : on  «.aura  donc  . 

. • p p 

an  sin  p = zp  cos  p,  d où  tang  p~  - — —, , 

| ‘''"s*  r ' n,J‘ 

en  désignant  par  ÿ l’ordonnée  du  point  de  tangence  : c’est  ; 

en  effet , ce  que  donne  l’expression  (8) , [[  chap . 1XJ , en  faisant 
A=i,  B=o,  C = o,  D = o,  E = — 2 p. 

i3o.  Des  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  , et  des 
expressions  de  la  soutangente  et  de  la  sounormale  de  la 
parabole. 

Si  dans  les  équations  générales  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male , et  dans  les  expressions  générales  de  la  soutangente  et 
de  la  sounormale  ( chap.  IX),  on  fait  A=  1 , B=o,  C = o, 
D = o , E = — 2p,  à l’effet  de  les  faire  convenir  à la  para- 
bole  de  l’équation 

y = a px, 

on  trouve,  i*.  pour  l’équation  de  la  tangente,  - •» 


y — ÿ = y 


d’où  a = — i- 


2°.  pour  l’expression  de  la  ■normale , 

x t • t • 

x 3°.  pour  l’expression  de  la  soutangente , ‘ ; 


soutang 


2X 


4*.  pour  l’expression  de  la  sounormale  , 
sounorm  = = p. 

y 

î/équation  de  la  tangente , après  la  multiplication  par  y',  et 
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la  réduction  au  moyen  de  y'1  = 2 px',  prend  la  forme 

yÿ  = P (•*'  + *)  , 

qui  se  change  dans  celle  de  la  courbe  pour  x — x',  y ~ y , 
ce  qui  doit  être. 

La  valeur  de  a est  propre  à faire  connaître  l’inclinaison 
sur  l’axe  des  abscisses  des  élémens  consécutifs  de  la  courbe. 
Pour  _y'  = o , on  trouve  a=  00;  donc  la  parabole  rencontra 
l’axe  des  abscisses  sous  un  angle  droit.  L’ordonnée  y'  aug- 
mentant , a diminue  : ainsi  les  élémens  de  la  parabole  tendent 
à devenir  parallèles  à l’axe  des  abscisses  , ce  qui  n’ arrive  que 
pour  x'  — 00  , d’où  y'  = 00  et  a = o. 

L’expression  de  la  soutangente  (fig.  114)  savoir: 

PT  = — ax'  = — aAP  , 

doit  être  portée  de  P vers  T , en  sens  contraire  de  l’abscisse  x', 
portée  de  A vers  P ; ensorte  qu’ayant  pris  AT  = AP  , on  joint 
le  point  T au  point  M'  de  tangence  par  la  droite  TM'  qui  est 
la  tangente  cherchée.  \ 

On  conclut  de  l’expression  de  la  sounormale  PN , que 
cette  ligne  reste  de  même  longueur  et  qu’elle  est  toujours  la 
moitié  du  paramètre,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M'. 

' -+  ' \ V -•  4rt  »_(.  ... 

i3i.  Théorème  Y.  L'angle  formé  par  la  tangente  avec 
le  rayon  vecteur  au  point  de  tangence , est  égal  à celui  de 
la  tangente  avec  une  parallèle  à l'axe , menée  par  le  point 
de  tangence  (fig.  1 14). 

Si  du  foyer  F dont  les  coordonnées  sont  y"  = o , x"  = -, 

r " " ' 2 

on  mène  une  droite  FM'  au  point  de  tangence  x',  y',  on 
aura  pour  la  tangente  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des 
abscisses , 

• . = 2—: 

Z-±x' 


l’angle  FM'T  que  fait  cette  droite  avec  la  tangente  MT,  a 


% 
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pour  tangente  trigonométrique  . 


Y = 


« — a 
t -+-  a* 


a étant  I4  tangente  de  l’angle  M'TF  : après  les  substitution» 
des  valeurs  de  a et  de 

°=ÿ  . . * • 

dans  Y,  on  trouvera 

V=£  da’  V 

y 

donc  l’angle  FM'T  = FTt  = tM'X',  ce  qui  est  la  propriété 
annoncée.  . 

* 

Si  l’on  observe  qu’en  passant  de  l’ellipse  à la  parabole , le  se- 
cond foyer  F'  est  à une  distance  inünie  du  point  A , et  qu’ainsi  le 
second  rayon  vecteur  F'M'  devient  parallèle  à l’axe  AX,  on 
reconnaîtra  que  la  propriété  de  l’ellipse , qui  consiste  en  ce  que 
chaque  rayon  vecteur  fait  le  même  angle  avec  la  portion  de 
tangente  qui  lui  correspond  (no)  , doit  se  changer  dans  celle 
que  nous  venons  de  démontrer. 

Corollaire  I.  De  là  résulte  un  moyen  très-simple  de  mener 
une  tangente  à la  parabole  par  un  .point  extérieur  tel  que  t 
(fig.  1 1-5).  Soierit  F le  foyer , et  SQ  la  directrice  : du  point  t , 
comme  centre , avec  un  rayon  tF , on  décrira  un  arc  de 
. cercle  qui  coupera  La  directrice  en  L , de  ce  point , • oa 
mènera  une  parallèle  DM'  à l’axe , et  le  point  M'  où  cette 
parallèle  rencontrera  la  parabole,  sera  celui  de  tangence,  et 
TM'  la  tangente  cherchée.  En  effet , on  a 


et  par  construction , 

4 


M'L  = M'F, 
tL  = tF  ; 


donc  l’angle  LM't  = tM'F  = t'M'X'.  En  rapprochant  cette 
construction  de  celle  qui  a été  donnée  pour  l’ellipse  (no)* 
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, on  reconnaîtra  qu’elle  n’en  est  qu’une  modification  déterminée 
par  l’éloignement  infini  du  second  foyer  de  la  parabole. 

Corollaire  II.  Le  corollaire  troisième  (iio)  s’applique  ici 
aux  rayons  sonores  , lumineux  ou  caloriGques  qui  viendraient 
frapper  la  parabole  suivant  des  directions  parallèles  à l’axe 
AX  ; ils  iraient  se  réunir  au  foyer  F,  et  la  propriété  aurait 
encore  lieu  dans  le  paraboloïde  engendré  par  la  révolution  de 
la  parabole  autour  de  son  axe. 


Corollaire  III.  Cette  propriété  de  la  parabole,  d’avoir  une 
eoutangente  double  de  l’abscisse  du  point  de  tangence , fournit 
un  moyen  de  déterminer  le  sommet , l’axe  principal  et  le  foyer 
d’une  parabole  ; d’après  la  connaissance  de  ses  deux  diamètres 
représentés  (chap.  IV)  par 


Bx-J-  I) 

sA 

B y -f-  E 


2C 


■0), 

00, 


et  des  limites  parallèles  aux  y et  aux  x , données  (cbap.  IV)  par 

2 (BD  — aAE)x  -f-  D*  — — o (3), 

2 (BE  — aCD)  y + E’  — 4CF  = o. . . . .(4). 

En  effet,  ayant  construit  ( Gg.  116)  les  demi-diamètres  (1) 
et  (2) , représentés  dans  la  Ggure  par  1 et  2 , et  les  limites 
AB  et  DC  données  par  les  équations  (3)  et  (4)  , limites  qui' 
sont  des# tangentes  à la  parabole  en  A et  D,  on  abaissera 
du  point  A une  perpendiculaire  AE  sur  le  diamètre  2 , et  du 
point  D une  perpendiculaire  «Df  sur  le  diamètre  1;  puis  joi- 
, gnant  le  point  A avec  le  milieu  M de  BE,  et  le  point  D avec  * 
le  milieu  m de  Cf,  l’intersection  S des  droites  AM  et  Dm , 
sera  le  sommet  de  la  parabole.  Pour  le  démontrer,  soit  menée 
par  S la  parallèle  SS'  aux  diamètres  1 et  2 , laquelle  rencontre 
en  T et  t les  tangentes  en  A et  D ; comme  on  à pris^E=2EM, 
on  aura  TP=2SP,  c’est-à-dire , la  soütangente  double  de 
l’abscisse  du  peint  A ; et  comme  d’ailleurs  les  coordonnées 


1 


f 
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SP,  PA  du  point  de  contact  A,  sont  rectangulaire»,  le  point  S * 
est  le  sommet  de  la  courbe.  Pareillement,  à cause  de  fC~o,fm, 
on  aura  pt  = apS. 

Connaissant  ainsi  le  sommet , et  conséquemment  la  direction 
de  l’axe  principal  SS' , parallèle  aux  diamètres  1 et  2 , on 
pourra  facilement  trouver  le  foyer  de  la  courbe  : il  suflira  , 
à cet  effet,  de  mener  le  rayon  vecteur  du  point  A,  c’est-à-dire  , 
par  le  point  A une  droite  AF , faisant  avec  AT  un  angle  égal 
à celui  de  A f avec  AT'  : -cette  droite , par  sa  rencontre 
avec  l’axe  de  la  courbe  qui  est  connu,  déterminera  le  foyer ^ 
F cherché.  Ayant  ainsi  le  sommet  et  le  foyer,  il  sera  facile 
de  tracer  la  courbe  soit  par  points , soit  par  un  mouvement 
continu. 

Corollaire  IV.  Le  rectangle  MPxAP=  aire  MTP  (fig.  117), 

TP 

puisque  l’aire  du  triangle  TMP=MPX  — 

Corollaire  V.  Puisque  le  sommet  A est  le  milieu  de  la 
soutangente  PT,  la  perpendiculaire  AH  à l’axe  AX , aboutit 
au  milieu  H de  la  portion  TM  de  la  tangente  ; d’ailleurs  , le 
triangle  TFM  étant  isoscèle , la  perpendiculaire  menée  du 
foyer  F sur  TM , aboutit  aussi  au  point  H. 

Corollaire  VJ.  D’après  le  corollaire  V,  on  a 

FH*=  FT  x FA  = FM  xFAfcFMXt; 

* f ’ 

or  c étant  une  constante  , rin'à  cette  propriété  : la  perpendi- 
culaire menée  du  foyer  sur  une  tangente , crqtt  ranime  la 
racine  carrée  du  rayon  vecteur  mené  au  point  de  tangence. 

'>  1 ' . * 

i3a.  En  désignant  par  2 p'  le  paramètre  d’un  diamètre  quel-  , 
conque  MX'  (Eg.  117),  nous  avons  trouvé  (74) 

2 p'  — a(p  -f-  2a)  = d(p  4-  axy, 
x étant  l’abscisse  du  point  M : or  la  distance  du  point  M a la 
directrice  QS , est  - -j~x  (126);  donc  2//  est  quadruple  de  cette 
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distance.  Ainsi  le  paramètre  d'un  diamètre  surpasse  toujours 
celui  de  taxe  , du  quadruple  de  l'abscisse  correspondante  à 
l intersection  de  la  courbe  par  ce  diamètre. 

Il  sera  facile  de  prouver  que  la  soutangente  comptée  sur  un 
diamètre  quelconque  , est  double  de  l’abscisse  du  point  do 
tangence. 

i33.  Nous  terminerons  par  la  solution  de  deux  problèmes 
déterminés. 

Problème  IV.  Trouver  sur  l'axe  d'une  parabole , le  centre 
N J un  cercle  qui  touche  une  ordonnée  M'P7  m7  donnée  de  posi- 
tion , et  la  parabole  en  deux  points  ( fig.  1 1 8). 

On  prendra  sur  l’axe,  et  à partir  de  P7,  une  longueur 
P'P  ==  P'M7  -,  au  point  P on  élevera  la  double  donnée  JlPm  , 
et  avant  pris  PN  égale  à moitié  du  paramètre , le  point  N sera 
le  centre  , et  MN  le  rayon  du  cercle  cherché. 

D’après  cette  construction , la  ligne  PN  est  la  sounormale 
du  point  M (i3o)  •,  donc  la  tangente  TMi  l’est  en  même  temps  à 
la  parabole  et  au  cercle  décrit  du  centre  N ; donc  déjà  ce  cercla 
touche  la  parabole  en  Met  m.  En  second  lieu,  on  a 

MN‘=PM“4-PN  *=  sp  (AP7  — P'P)  +p*, 

FN  *=  (P'P-s-PN)^  (P'M7— PN)2==  FM7*  4-PN* — aFM7  X PN  i 
= zp  ( AP-  - P'P  ) +f  ; ..UAt  LuM//- 
donc  MN  = P'N.  ' 1 

Y Problème  V?  Inscrire  dans  une  parabole,  une  droite  Mm 
d’une  longueur  donnée  .qui  passe  par  un  point  G donné  de 
position  (fig.  119). 

Pour  avoir  la  position  ‘de  la  droite  Mm , on  pourrait  indiffé- 
remment chercher  les  points  M ou  m;  mais  comme  ils  sont 
déterminés  de  la  même  manière  , le  premier  par  les  lignes  MG , 
MP  ou  AP , le  second  par  les  lignes  mG , mp  ou  Ap  , il  ne 
faudra  se  servir  d’aucun  de  ces  deux  points , mais  plutôt  d’un 
troisième  point  F qui  ait  avec  eux  la  même  relation , ou  dont 
, ceux-là  dépendent  de  la  même  tpanière  (chap.  i*r). 
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' Soient  donc  AK=x',  EG  ==/,  mM  — c,  FE=z,  AP=saP; 
PM=  y : on  aura  FP  = x-\-z  — a/ : or  de  la  proportion 

GE  : EF  ; ; MP  : PF , on  déduit  FP  = Z?  ; égalant  les  deux 
Valeurs  de  FP,  on  obtient 

x -f  a — x'  = 

• y 

Si  de  1 équation  de  la  parabole  , on  tire  la  valeur  de  x,  ponr 
la  substituer  dans  la  précédente , et  qu’on  résolve  ensuite  par" 
rapport  à y , on  aura 


y — y — y/[ÿr  + *P  C*' ~ *)]• 


- V / 


Pour  construire  ce  radical , on  portera  la  longueur  de  P 

a 

en  K;  puis  à partir  du  point  K,  les  longueurs  KM,  KM'  res- 
pectivement égales  au  radical,  construction  qu’on  fera  sur  une 
tangente  indéfinie  au  sommet  A ; ensorte  que 


MM' 

Or  la  proportion 
devient 


y 


yz  + ¥(*'“  z). 


fg  : ge  mM  : mm' 


Vy '*  + a1  : y ::  c : 2 \f  yr  + *p  (*'—  *)  ; 

» 

égalant  le  produit  des  extrêmes  à celui  des  moyens,  élevant 
au  carré  et  ordonnant , on  trouve  cette  équation  du  quatrième 
degré  * 

_ , 8 py'*z3 — 4py'*  (p~h  %x')  -f-r  Spy'^z  — ( %px — ca)  y'* 

* ~ 4P2  ' 

constructible  par  deux  lignes  du  second  degré  (chap.  Vlü). 
On  aurait  été  conduit  à une  équation  du  huitième  degré,  si  l’on 
eût  cherché  AP  ou  JV1P,  parce  qu’on  aurait  déterminé  en  même 
temps  AP  et  A p , PM  et  pm. 
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CHAPITRE  XIII.  . 

» v*  4 

’ J* 

Propriétés  de  l’hyperbole. 

t3 4-  -N" O U S avons;  trouvé  (58)  pour  équation  de  cette  courba 
rapportée  au  centre  et  aux  axes  principaux, 

Ay  — B’x*  = — AaB\ , 

er  pour  équations  de  la  même  courbe  rapportée  à l’un  des  som- 
mets (fig.  1 20  ) , et  à deux  axes  dont  l’un  est  symétrique  et 
l’autre  tangent , 

Ay  — Baxa  = — aABVr , Ay  — Bax“  = aABax  , 

_ , „ • • %**■ 

a ou  Ion  tire 

B1 

y = ra(xi-A1)> 

Ba 

y = tï  c^-aAi),  , 

JV  * t 

y = xï  (Æ‘  + 

équations  qu’on  peut  employer  indifféremment , pourvu  cepen- 
dant qu’on  ne  perde  pas  de  vue  la  position  de  l’origine  que 
chacune  d’elles  supposé- 

Ift.  ' 

135.  Théorème  I.  Les  ^carrés  des  ordonnées  sont  comme 
les  produits  de  leurs  distances  aux  deux  sommets  (fig.  J20). 

En  effet,  pour  deux  abscisses  x'=  AP',  x"  — AP",  dont  les 
coordonnées  sont  y'  = P'M',  y"—  P'M",  on  a 

y’a  (a/  -j-  A)  ( x'  — A) A'P'  X AP' 

/a  ""  ( x" -f-  A ) (x"—  A)  — A'P"X  AP"’ 

136.  Théorème  II.  Dans  T hyperbole  ordinaire , le  produit  des 
tangentes  trigonométriques  des  angles  faits  avec  le  grand  axe , 

* 


# 
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et  dans  le  même  sens , par  des  cordes  menées  des  deux  cxtré- 

* mités  de  cet  axe , â tout  point  de  l'hyperbole  , est  constant  et 

* Ba 

égal  à — (Gg.  120). 

La  marche  de  la  solution  étant  exactement  la  même  qus 
pour  l’ellipse,  nous  nous  dispenserons  de  refaire  le  calcul. 
On  observera  que  la  propriété  analogue  de  l’ellipse , étant  (99) 

' ‘ - • 

, 51  *• 

““  — A*> 

il  ne  faut  que  changer  B en  B \/ — 1 , pour  passer  à celle  de 
l’hyperbole. 

Corollaire  I.  Comme  le  produit  **'  est  positif  dans  l’hyper- 
bole , on  en  conclura  que  les  angles  MAX , MA'X  sont  en 
même  temps  aigus  ou  obtus , suivant  que  le  point  M est  sur 
la  branche  des  abscisses  positives  ou. négatives. 

+ * W 

Corollaire  IJ.  Pour  l’hyperbole  équilatère,  Bç=A,  et  la 
propriété  devient 

•ut  = 1 ; 

ainsi  les  angles  MAX , MA'X  valent  en  somme  un  droit. 
Corollaire  III.  Ayant  trouvé 

- _ _JL 


x—A  r . 


on  en  déduit 
tan  g AMA'  = tang  V 


y x+A’ 

aAB 


or  l’abscisse  x augmentant,  tangV  diminue  ; donc  l’angle  décroît 
jusqu’à  zéro.  Pour  l’hyperbole  équilatère,  A = B,  et 


tang  Y = 


l/x*— Aa  ' 
et  pour  l'abscisse  A \/ù  , on  a tang  Y = 1. 


* 


•n  ■ 
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137.  Problème  I.  Description  par  points  de  l'hyperbole  équi - 
latère  ( flg.  121  ). 

Cette  hyperbole  a pour  équation 

r 

y*  — Xe  = — A* , d’où  x~  l/  A“  y*  = CP  ; 

or  si  d’un  point  quelconque  M de  cette  hyperbole  , on  mène 
une  perpendiculaire  MQ  sur  l’axe  des  y , et  qu'on  joigne 
le  point  Q au  sommet  A , on  a aussi 

QA  = \/  CA*+  CQ*  = VK  * + ya; 

donc 

CP  = QM  = QA. 

* * 

Ainsi , par  tous  les  points  du  second  axe  , on  mènera  des 
parallèles  au  premier , et  rapportant  sur  chacune  d'elles  la 
distance  du  point  du  second  axe  par  lequel  elle  est  menée , 
au  sommet  A donné , on  aura  autant  de  points  de  l'hyperbole 
équilatère. 

* 

138.  Problème  II.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  diffé- 
rence des  distances  à deux  points Jixes  , soit  toujours  égale  à 
une  ligne  donnée  2 A ( Gg.  12e  ). 

Ainsi  que  nous  l’avons  fait  dans  l’ellipse  , prenons  pour 
l’axe  des  x , la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  fixes  F 
et  F',  et  le  milieu  C de  la  distance  2 c entre  oes  deux  points , 
pour  l’origine  des  coordonnées  : nous  aurons , d’après  l’énoncé , 

< — z = 2 A (1)  , 

en  désignant  F'M  par  z',  et  FM  par  z.  Soient  CP  = x , 
PM  — y les  coordonnées  du  point  M : nous  aurons  ces  deux 

traductions 

» 

(a)...  î',  = y,+  (œ+c)‘,  a’=  (ar— c)a. . .(3)  , 

équations  qui  serviront  à déterminer  z'  et  z en  x et  y ; 
retranchant  (3)  de  (2)  , il  vient 

. !»>'/.  AcX  QCX 

Z 2 — zx~  4cx , d ou  z + z = — ~ -r- , 

Z ■“*"  Z -/v 

* 16 
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d’après  (i)  : connaissant  z — z et  z'  + z,  on  trouve  facilement 

(4)....  z-^  + A,  z=f -A....(5). 

Si  maintenant  ou  combine  par  addition  les  équations  (2)  et 
(3)  , on  trouvera 

z'1  z*  ~ 2 y*  -f-  aar*  -J-  2c1  ; 
et  après  avoir  remplacé  z'“,  z’  par  leurs  valeurs  tirées  de  (4) 
et  (5) , et  fait  les  réductions  , on  aura 

Aa(A3 — cs)  = A*  (y**  -f-  x“)  — (6)  : 

or  il  est  évident  qu’il  ne  peut  y avoir  sur  l’axe  des  y passant 
par  le  milieu  de  FF',  un  point  tel  que  F'N  — FN  = aA  , 
puisque,  pour  ce  point,  cette  différence  est  nulle  : ainsi  l’ordon- 
née y correspondante  à .r  ~ o , sera  nécessairement  imagi- 
naire ou  de  la  forme  B \/ — î : or  à cette  hypothèse  faite  sur 
x dans  (G),  répond 

y'J  — A1  — c"  = — B1 , d’où  c1  = A3  -f-  Ba (7)  ; 

reportant  cette  détermination  (7,)  dans  (G) , on  trouve  que  le 
lieu  des  points  cherchés  est  représenté  par 
A*y“  — B'x*  = — A'B”, 

équation  de  l’hyperbole  qui  jouit  exclusivement  de  la  pro- 
priété énoncée. 

Les  points  F et  F'  situés  sur  l’axe  réel  de  la  courbe  et 
déterminés  par  • 

c = -f  \/  A»+  B* , c = — V/A“+B‘, 

sont  nommés  les  foyers  de  l’hyperbole  , et  F'M , FM  sont  dits 
rayons  vecteurs. 

Ainsi , dans  Thyperbole , la  différence  des  rayons  vecteurs 
est  égale  au  grand  axe. 

Remarque  I.  Pour  passer  de  l'expression  de  e trouvée  pour 
l’ellipse  (102)  à l’expression  de  c pour  l’hyperbole  , il  ne  faut 
encore  que  changer  B en  B \/ — 1 dans  la  première. 

Remarque  II.  Chacun  des  rayons  vecteurs  (4)  et  (5) , dont 
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les  expressions  reviennent  à celles-ci 


243 


*/a'+b%+a,  «£*ÿtî;x_A, 


A " ' “ A 

est  énoncé  d’une  manière  rationnelle  au  moyen  de  l’abscisse  x: 
on  peut  même  partir  de  cette  condition  pour  déterminer  les 
foyers. 

Corollaire  I.  Le  second  demi-axe  B est  moyen  proportion- 
nel entre  les  deux  distances  d’un  foyer  aux  sommets.  En  effet, 
de  c + A:  B ::  B : c — A,  on  tire 

BJ  = c*  — A*  = Aa  + B3  — Aa  = B*. 

Corollaire  II.  L’équation  de  l’hyperbole, 

y= 

f n y faisant  x*  = 2 Aa,  donne 

y = B3  : 

connaissant  actuellement  les  deux  demi-axes  , on  peut  trouver 
les  foyers.  Cette  abscisse  x à laquelle  répond  l’ordonnée  y =B, 
est  l’hypoténuse  d’un  triangle  rectangle  isoscèle  dont  chaque 
côté  de  l’angle  droit  est  égal  à A. 

i3g.  Enoncer  les  équations  de  l'hyperbole , au  moyen  du 
paramètre  ou  de  la  double  ordonnée  du  foyer. 

L’abscisse  du  foyer  est  x = \/  A“  -f-  IL  : pour  avoir  l’or- 
donne correspondante  , il  faut  reporter  cette  valeur  de  x 
dans  l’équation 


y = Ti  (**— A»), 


et  on  en  tire 


■B*  . Ba 

y = T"  dou  y — t~p 


et  — - = 


A1  ’ -'VA 

par  cette  substitution , l’équation  de  l’hyperbole  devient 

y=  J(xa-Aa). 

16.. 


FL. 

A’ 
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On  a aussi  pour  l’origine  placée  à l’un  des  sommets  de  la 
courbe , 

ya  — ~ (xa  — ■ aAx). 

1 ' 

Pour  l’hyperbole  équilatère , on  a 


140.  Problème  III.  De  la  description  de  T hyperbole  (Eg.  122). 

1°.  Du  foyer  F , comme  centre,  avec  un  rayon  quelconque  , 
je  décris  un  arc  de  cercle , puis  de  l’autre  foyer  F',  avec  un 
rayon  qui  diffère  du  premier  d’une  longueur  égale  au  grand 
axe,  je  décris  un  autre  arc  de  cercle  : ce  dernier  arc  coupera 
le  premier  en  M,  par  exemple;  et  comme  F'M — FM  = aA,  le 
point  M sera  à l’hyperbole. 

'fi  a*.  Nous  dbnnerons  une  seconde  description  analogue  à celle 
de  l’ellipse  et  de  la  parabole.  Aux  extrémités  A et  A'  du  grand  axe 
(Eg.  123),  onélevera  les  perpendiculaires  AG=AF,  A'L=A'Fj 
la  première  au-dessous  et  la  seconde  au-dessus  de  l’axe  XX'  ; 
on  prolongera  LG  indéfiniment , ensuite  par  des  points  P , 
P,  etc.,  pris  sur  l’axe,  on  élevera  à cet  axe  des  perpendicu- 
laires terminées  en  D , D , etc.  à la  ligne  LG , qu’on  coupera 
en  des  points  M , M,  etc. , par  des  arcs  de  cercles  décrits  du 
foyer  F , comme  centre , avec  les  rayons  PD , PD , etc.  : on 
aurait  pu  prendre  A'g  = A'F-',  A/  = AF';  et  menant  gl  qui  est 
parallèle  à GL,  on  déterminerait  les  points  M,  M,  etc^,  au 
moyen  de  cette  ligne  gl , du  foyer  F'  et  des  arcs  décrits  du 
centre  F'  avec  les  rayons  P d,  P d,  etc. 

Il  s’agit  de  démontrer  que  les  points  M,  M',  etc.  sont  à 
l’hyperbole.  On  a , par  construction , 

Al  = AF',  AG  = AF  = A'F', 
donc  • 

Al  — AG  = AF'  — A'F'  = AA'  — aA  ; 

J * 1 

toutes  les  parallèles  D d,  T)d,  etc.  sont  donc  égales  au  grand 
axe.  Cela  posé  , on  a FM  = PD  ; mais  aussi  parce  que  le 
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même  point  M aurait  pu  être  déterminé  en  coupant  P d par 
un  arc  décrit  du  centre  F'  avec  le  rayon  Pt£,  on  a F'M=P<f  ; 
donc 

F'M  — FM  = Vd  — PD  = Dd  = Al  — AG  = aA  : 

et  conséquemment  le  lieu  des  points  M,  M,  etc.  , est  une 
hyperbole. 

On  remarquera , 1®.  que  le»  ligne»  RD  et  rd  sont  tangente» 
à l’hyperbole  aux  extrémités  m et  m' des  ordonnées  qui  passent 

par  le  foyer  ; a®,  que  l’angle  AR.G  est  ~ tandis  qu’il  est 

4 

< ^ pour  l’ellipse,  et  pour  la  parabole. 

Il  sera  encore  nécessaj^^k  facile  de  prouver  que  pour  tout 
point  intérieur  ou  extcneur^à  l’hvperbole,  la  différence  des 
rayons  vecteurs  n’est  plus  égale  au  grand  axe. 

141.  Problème  IV.  Enoncer  l'équation  de  P hyperbole  *qu 
moyen  des  coordonnées  polaires.  ( £g.  134). 

Dans  l’équation 

A* y — Bx*  =*  — A*B‘, 

faisons  les  substitutions  (a5). 

x = p + z cos  p , 

et  il  viendra 

* 1 1 t 

Aasinap  I aa-f-  aqAa*inp 

— Bacosa  p | — a p B*  cos  9 


y = q + z »in  f. 


z -f?  A» 
— paBa 
-f-  AaBa 


= o. 


.(1). 


'Les  hypothèses  p — o , q =0  portent  le  pôle  E an  centre 
de  la  courbe,  et  l’équation  (1)  devient 


d’où 


( Aa  sina  <p  — Ba  cosa  <p  ) aa  £=  — AaBa, 


$ = - 


AB 


y'  Ba  cosa  ç — A*  sin*  ç 


.(a)  : 
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cette  valeur  de  * n’est  réelle  que  pour 

Bacosa  9 > Aa  sina  9 , d’où  tang  9 ± — , 

A 

conclusion  déjà  obtenue  (63).  Pour  A*sina9  = Bacosa9 , on  a 
z = 00.  En  égalant  à zéro  le  terme  tout  connu,  on  porte  le 
pôle  E sur  l’hyperbole  ; et  si  l’on  écrit  que  la  seconde  valeur 
de  z est  nulle  comme  la  première  , le  rayon  vecteur  deviendra 
tangent  à la  courbe  en  E.  On  trouve  ainsi 

z = o , z — sçAa  sin  9 — spBa  cos  9 = 0, 

d’où 

Ba  p Ba  x' 

en  changeant  p en  x'  et  q en 

Si  dans  (1)  on  fait  q = 0,  p=C.V  x=  {/ Aa -|-  Ba,  ce  qui 
revient  à placer  le  pôle  en  l'un  des  foyers  F,  on  trouvera 
pour  résultat  de  ces  substitutions  , après  les  réductions , 

Aaza  = c"zJ  cos  9 -f-  aBVz  cos  9 -f-  B*, 

et  en  observant  que  le  second  membre  est  le 'carré  de 
cz  cos  9 + B“,  on  aura , par  l’extraction  de  la  racine  carrée 
des  deux  membres 

* ■ • . ‘ ’ 

A z = ± ( cz  cos  9 + B*  ) , 


d’ 


z — + 


Ba 


Ba 


A + C COS  I 


A — c ccu  9 

expressions  qu’on  aurait  encore  pu  déduire  de  leurs  analogues 
pour  l’ellipse  (108),  en  changeant  dans  celles-ci  B en  B\/ — 1. 

142.  Des  éqilations  de  la  tangente  et  de  la  normale  , et 
des  expressions  de  la  soutangente  et  de  la  sounormale.  m 
Si  dans  les  formules  ( i5). . ..(  17)  trouvées  (82),  on  fait 
Mj=  Aa,  N = — Ba,  à l’effet  de  les  faire  convenir  à l’équation 
de  l’hyperbole  au  centre  et  aux  axes  , on  aura , 
t°.  Pour  l’équation  de  la  tangente  , 

, Bax'  , * 

y — y = 
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a*.  Pour  celle  de  la  normale  , 

\ 

y — / = — ^(* —y  )...(*);  . 

•*  i • 

3°.  Pour  l’expression  de  la  soutangente, 

A3y'* 

soutang.  = — - f-j- .(3); 

4°.  Pour  celle  de  la  sounormale , 

sounomi.  = - v .(4); 

4°.  enfin 

^ B‘x' 

a—  A y 

a désignant  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  entre  la 
tangente  et  l’axe  des  x.  Si  l’on  fait  disparaître  le  dénomina- 
teur dans  l’équation  (î)  , et  si  l’on  observe  que  A.1  y'* — B“r'* 
= — A*B*,  parce  que  le  point  x',  y'  est  sur  l’hyperbole  , on 
tombera  sur  cette  équation  transformée  de  la  tangente 

A* y y — B’i'æ  = — AsBa (6). 

Pour  y'  = o , c’est-à-dire,  aux  sommets  A et  A',-  l’élément  de 
courbe , ou  le  petit  côté  de  la  courbe  considérée  comme  un 
polygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés  dont  chacun  est  in- 
finiment petit , est  perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses  , puis- 
qu’on a a = oo  : l’inclinaison  de  la  tangente  sur  l’axe  des 
abscisses , ne  peut  devenir  nulle , car  pomr  x=oo,onaj'=oo, 
ensorte  que  a n’est  pas  zéro. 

i43.  Problème  V.  Mener  une  tangente  à [hyperbole  en  un 
point  3f  donné  sur  la  courbe  (fig.  ia5). 

La  droite  menée  par  le  centre  C et  le  point  de  tangenc* 
M',  a pour  équation 

y = ^7*  > d’où  a'  — (0; 

«4r  vC 


* 
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on  sait  d'ailleurs  que  « 

B3x' 

V 'a==Aÿ <»>*’ 

multipliant  (1)  par  (2),  on  obtient  cette  relation 

5! 

A3 


aa  — — . 


• (3); 


mais  nous  avons  trouvé  (théor.  Il)  , 

B3 

J 

pour  le  produit  des  tangentes  des  angles  entre  les  cordes  AM  ; 
A'M  et  l’axe  des  abscisses  ; donc  si  * = a',  nécessairement 
*—a  ; conséquemment  la  corde  A'M  étant  parallèle  au  demi- 
diamètre  CM',  la  tangente  TM'  sera  parallèle  à la  corde  sup- 
plémentaire AM. 

Cette  propriété  fournit  pour  mener  une  tangente  à l’hyper- 
bole en  un  point  donné  sur  cette  çourbe  , un  procédé  exac- 
tement analogue  à celui  que  nous  avons  prescrit  (106)  à l’égard 
de  l’ellipse. 

Le  point  de  tangence  M'  est  sur  une  hyperbole  décrite 

g 

sur  CT  comme  grand  axe , et  dont  le  rapport  des  axes  est  — 
* A 

( voyez  ce  qui  a été  dit  sur  l’ellipse  (106)  ). 

144.  Problème  VI.  Trouver  le  lieu  des  extrémités  des  sou- 
tangentes  polaires  de  l'hyperbole  (fig.  12S). 

En  prenant  toujours  l’origine  au  centre  C , et  désignant  par 
x’,  y'  les  coordonnée^ du  point  de  tangence  M',  on  a pour 
équation  de  FM', 

y = Z*rc(-x-c'>>  ” 

et  pour  équation  de  la  perpendiculaire  Fr  à FM', 
c — x' 


y = 


(x  — c); 


après  la  substitution  de  cette  valeur  de  y dans  l’équation  de 
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la  tangente  à l’hyperbole  (142) 

A'ÿy  — B%x'  x ■=  — AaBa, 

Aa A*  

c \/Aa+  B‘  * 

expression  qui  ne  diffère  encore  de  celle  de  l’ellipse  (109) 
que  par  le  changement  de  B en  B \/ — 1 . Il  existe  donc  une 
directrice  pour  .chaque  branche  de  l’hyperbole  qui  coupe  le 
grand  axe  entre  le  centre  et  chacun  des  sommets  A et  A'. 

i45.  Théorème  III.  Les  droites  menées  du  point  de  tangence 
aux  foyers  de  l'hyperbole , font  avec  la  tangente,  et  de  part 
et  d'autre  de  cette  ligne  , des  angles  égaux  (fig.  127). 

La  tangente  de  l’angle  M'FX  est 

« = xjL 

c — x'  * 

et  d’ailleurs  la  stangente  de  l’angle  M'TX  est  042) 

Ba  x’ 

U ~ Â5  ’ ? ’’ 

*• 

donc  en  désignant  par  V la  tangente  de  l’angle  FM'T,  on  aura 


tang  V = -f 


;Ë1 

c/ 


la  tangente  de  l’angle  F'M'T  = Y'  est  encore 
tangr  = 4-^, 
comme  on  peut  le  déduire  de 

„ ' 

tang  V'  = 


1 4™  O.CL  * 

* 


B*  a/ 


en  y remplaçant  a et  «'  = tangM'F'X  par  . et  — ^ — ; 

‘ Aa  y c 4-  x 

Corollaire  I.  Si  l’on  prolonge  le  rayon  vecteur  F'M',  l’angle 


«r 
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FM'/n  est  divisé  par  la  normale  M'N  en  deux  angles  FM'N, 
NM'm  égaux.  , 

Corollaire  II.  On  tire  des  propriétés  qui  viennent  d’être 
démontrées,  les  Constructions  suivantes  pour  mener  une  tan- 
gente à l’hyperbolé , 1°.  par  un  point  pris  sur  la  courbe  ; a°.  par 
un  point  extérieur  (fig.  128). 

i°.  On  mènera  les  rayons  vecteurs  FM',  F'M'  ; on  prendra 
sur  celui-ci,  à partir  du  point  M',  la  longueur  M'R  — M'F ; 
joignant  K et  F par  une  droite , et  lui  menant  la  perpendi- 
culaire M't , ce  sera  la  tangente  cherchée  : en  effet , les  angles 
F'M'f,  FM'f  sont  égaux  entr’eux;  pour  tout  point  t'  pris  sur  la 
tangente,  quelque  voisin  qu’il  soit  de  M',  on  a 

FY<F'K+Kf',  d’où  F Y—  Kt'  = F Y — FF  < F'K  < 2 A. 

20.  Que  le  point  donné  soit  extérieur  à la  courbe , en  t , 
par  exemple  ; de  ce  point,  comme  centre , avec  un  rayon 
égal  à tF , on  décrira  une  circonférence  de  cercle  ; du  second 
foyer  F',  comme  centre  , avec  un  rayon  égal  au  grand  axe ,-  on 
décrira  une  autre  circonférence  qui  coupera  la  précédente  en  K ; 
menant  F'K  qui  rencontre  la  courbe  en  M',  le  point  M'  sera  le 
point  de  tangence  cherchée  , et  tM'  la  tangente  demandée  ; car 

/K=tF,  F'M'— KM'=  2 A , F'M'— M'F=2A,  donc  KM'=M'F, 


et  conséquemment  la  ligne  tM'  est  perpendiculaire  sur  KF , et 
elle  divise  l’angle  F'M'F  en  deux  parties  égales. 

Les  circonférences  décrites  des  points  t et  F'  se  coupent  en 
deux  points  qui  donnent  les  deux  tangentes  qu’il  est  possible 
de  mener  par  le  point  extérieur  t : nous  verrons  bientôt  com- 
ment ces  deux  tangentes  se  distribuent  entre  les  deux  branche» 
de  la  courbe , d’après  les  différentes  positions  du  point  donné. 


. 146.  Théorème  IV.  Le  produit  des  perpendiculaires  abais- 

~sées  de  chacun  des  foyers  sur  une  tangente  à r hyperbole , est 
égal  à —B2. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  son 
analogue  dans  l’ellipse  (u5). 


♦ 
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1 47.  Problème  VET.  Des  asymptotes  eu  des  limites  des 
tangentes  menées  aux  points  siiccessifs  de  l'hyperbole  (fig.  129). 

Nous  avons  reconnu  ( cbap.  Y ) que  les  asymptotes  de 
l'hyperbole  , la  seule  des  trois  courbes  qui  en  comporte  , 
étaient  deux  droites  qui , passant  par  le  centre , et  comprenant 
les  deux  branches  dans  les  angles  opposés  au  sommet , s’ap- 
prochaient sans  cesse  de  l’une  et  de  l’autre  sans  pouvoir  les 
atteindre  ; d’où  l’on  peut  inférer  que  ces  lignes  sont  deux  limites 
dont  s’approchent  continuellement  les  tangentes  , à mesure  que 
le  point  de  tangence  s’éloigne  du  sommet. 

Reprenons  l’équation  de  la  tangente  à l’hyperbole 

A 2y  y — BV x = — A“Ba  : 


l’abscisse  CT  du  point  T dans  lequel  elle  rencontre  l’axe,  est 
donnée  par  y-=o , ordonnée  à laquelle  répond  l’abscisse 


or  x’  augmentant,  x"  diminue , et  la  limite  ou  le  dernier  terme 
de  ces  diminutions  , est  zéro,  limite  donnée  par  x! =00  ; mai* 
pour  x'  — 00,  l’équation  de  la  courbe  devient 

9 

A?  y 2 — BV®  = o , d’où  y'  = ±: 5.  x': 
cette  valeur  reportée  dans  l’expression 


BV 

A*y 


donne  ces  déterminations 


s 

trouvées  (75)  : on  Sonnait  donc  la  position  des  tangentes  aux 
deux  extrémités  de  chacune  des  branches  , ou  plutôt  des  li- 
mites des  tangentes.  Ainsi  pour  construire  les  asymptotes  , on 
iélevera  en  A une  tangente  indéfinie , sur  laquelle  on  prendra 
au-dessus  et  au-dessous  de  l’axe  des  x , une  longueur  égale  à 
B ou  au  demi-second  axe  ; puis , par  le  centre  et  par  chacune. 


1 

1 
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de  ces  extrémités  ^on  tirera  une  droite  qui  sera  une  asymptote 
dont  le  prolongement  deviendra  celle  de  la  branche  opposée. 

Il  est  fâcile  de  s’assurer  que , pour  une  abscisse  quelconque  , 
l’ordonnée  de  l’asymptote  est  plus  grande  que  celle  de  la  courbe^ 
car  d’après  1’équatîon  de  la  courbe , on  a 


et  d’après  celles  des  asymptotes,  on  a 


ces  deux  valeurs  de  y * ne  sont  égales  que  pour  x = 09  , 
puisqu’alors  on  peut  négliger  le  terme  B1  dans  l'avant-dernière 
équation.  Il  est  essentiel  d’observer  que  l’équation  des  asymp- 
totes diffère  de  celle  de  l’hyperbole,  par  la  suppression  du 
terme  tout  connu  dans  cette  dernière  (*). 

Nous  avons  reconnu  (73)  que  les  diamètres  égaux  de  l’ellipse 
étant  prolongés,  sont  des  asymptotes  de  l’hyperbole  , et  ré- 
ciproquement.. 

148.  Lorsque  le  point  duquel  on  doit  mener  une  tangente 
à l’hyperbole  , est  donné  dans  l’angle  SCS'  des  asymptotes , 


C)  Si  l’on  multiplie  entre  elles  le»  équations  (1)  des  asymptotes  trouvées 
(4i) , on  obtient,  après  les  réductions,  cette  équation 

BDÊ  — CD’—AE- 

Ay*+Bay+Cx*  + Dy-»-ExH gTZT^ÂC  ~° 

qui,  pour  D=o,  Enro,  sè  réduit 

A y»  -t-  Bxy  -I-  Cx>  = o ; 

ainsi,  lorsque  l’hyperbole  est  rapportée  au  centre,  le  produit  des  équations  . 
des  asymptotes  est  l’équation  même  delà  courbe,  en  supprimant  dans  cclle-a 
le  terme  connu  ; et , en  général , ce  produit  ne  diffère  de  l'équation  de  la 
sourbe  que  par  ce  terme  tout  connu. 
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qui  renferme  une  des  branches,  comme  en  t (Eg.  i3o), 
les  deux  tangeiites  <M',  tm  touchent  cette  branche  , et  il 
est  visible  que  leurs  prolongemens  coupant  CS'  et  CS,  restent 
au-dessus  et  au-dessous  de  la  branche  opposée.  Si  le  point 
est  en  t'  dans  l’angle  sCS  qui  renferme  l’espace  imaginaire  , les 
deux  tangentes  fN,  fN'  se  distribuent  entre  les  deux  branches 
de  la  courbe  qu’elles  touchent  aux  extrémités  des  ordonnées 
négatives  : il  suffit  de  considérer  ces  deux  positions  t et  f du 
point  donné. 

149.  Théorème  V.  Si  une  branche  d'hyperbole  est  coupée 
par  une  droite  quelconque  qui  se  termine  aux  asymptotes  , les 
portions  de.  cette  droite , interceptées  entre  chaque  asymptote  et 
la  portion  de  la  branche  qui  lui  correspond,  sont  égales  entr  elles 
(fig.  i3i  ). 

Reprenons  l’équation  (1),  (14O  , et  représentons  le  terme 
tout  connu  par  M ; nous  aurons , après  la  division  par  le 
coefficient  de  a1, 


a1  4 


2 ( q A1  sin  — pB1  cos  <p  ) 
A1  sin1  Q — B'1  cos1  <p 


z + 


M 


A1  sin1  <p  — Cos1  ç 


= 0. 


Pour  transporter  le  pôle  E des  rayons  vecteurs  sur  l’asymptote 
CS  en  m , il  faut  changer  p et  q en  x'  et  ÿ qui  sont  les  coor>- 
données  du  point  m,  et  établir  entre  x et  y la  relation 


qui  exprime  en  effet  que  le  point  m est  sur  l’asymptote  CS  : on 
aura  donc 

a | 9.Bj'  (Asinft — B cos  $)  M 

Z ■ A^sin^ — B1côi1ÿ  Z A1sin1ip  — BJcos ip  0>*  ••(!)• 

or  en  désignant  par  z et  z"  les  deux  racines  mR , mR'  do 
cette  équation  , on  a 

aBa/  ( A sin  a — B cos  <p  ) 


a'  + a"  = 


A“sudp  — B'cosdç 
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mais  « étant  la  tangente  de  l’angle  mKX , on  sait  que 


donc 


sin?  =— ==  , 

Vi  4-  •* 
aBx'  \/ 1 -f-  «a 


cos  <p  = 


Vi  + 


*'  + *'= BTXp  = mIl+-R'’ 


.(a). 


Si  l’on  observe  qu’en  faisant  M = o dans  ( 1 ) , les  deux 
, valeurs  z , z de  * deviennent  les  distances  du  point  m aux 
deux  points  de  rencontre  de  la  transversale  mm  avec  les 
asymptotes  CS  , "CS’,  puisque,  par  cette  hypothèse,  on  substi- 
tue l'équation  des  asymptotes  à celle  de  l’hyperbole  ( 147  ) , 
ou  reconnaîtra  qu'on  a aussi 


aBx'  I/14 ■«» 

B+A«  —mm 

Des  égalités  (s)  et  (3)  , on  conclut 
mil  -f-  mil'  = mm  = mW  -f-  R'm', 


....(3). 

d’où  mR  = R'm', 


ce  qui  est  la  propriété  énoncée  dont  nous  donnerons  bientôt 
une  autre  démonstration. 

Cette  propriété  fournit  un  moyen  de  construire  l’hyperbole , 
lorsqu’on  connaît  ses  asymptotes,  et  l’un  de  ses  points,  tel 
que  R.  En  effet,  menant  par  ce  point  des  droites  quelconques 
nRr/i',  puis  prenant  n'r  = Rn,  on  a en  r un  point  de*  l’hy- 
perbole qui  sert  à en  faire  trouver  d’autres. 


Y i5o.  Théorème  VI.  Dans  r hyperbole  rapportée  aux  asymp- 
totes, la  soutangente  Ct , comptée  du  centre  sur  r asymptote 
CS'  qui  sert  d'axe  des  abscisses , est  double  de  r abscisse  Cp  du 
point  de.  tangence  ( fig.  i3s). 

L’équation  de  la  tangente  au  point  x’ , y , ou  M',  est 
A "y  y — Bax'x  = — AîB“  ; 
celle  de  l’asymptote  CS‘  ’,  est 
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l’abscisse  C q de  l'intersection  de  ces  deux  droites , résulte  de 
l'élimination  de  y entre  ces  deux  équations,  opération  qui 
donne 


Cq  =3  x = 


A4B 


Ay'  + Bx" 


(2). 


Comparons  cette  abscisse  à l’abscisse  Cq'  de  l’intersection  avec 
CS'  d’une  parallèle  à CS  menée  par  le  point  de  tangence  M'  : 
l’équation  de  cette  parallèle  est 

^ — y = ^(x— x'),  d’où  y=ÿ  -f  j (x—  x')  : 


reportant  cette  valeur  de  y dans  (1),  on  obtient 


Cq' 


, - X = 5^=^ 


aB 


Réduisant  les  expressions  (a)  et  (3)  au  même  dénominateur , 
et  tenant  compte  de  l’équation  de  l’hyperbole  qui  a lieu  pour 
le  point  x',  y,  on  trouve 

aA3B3  _ AaB3 

X ~ aB  (Ay'  -+•  Bx')  * A — aB  ( A/  + Bx' ) » 

donc  Cq  = a Cq',  et  conséquemment , Cf  = zCp.  Cette  pro- 
priété fournit  un  moyen  bien  simple  de  mener  une  tangente 
en  un  point  M'  donné  sur  une  hyperbole  dont  on  a les  asymp- 
totes. 


-f"  i5i.  Théorème  VII.  L’aire  du  parallélogramme  CD  AD', 
dans  lequel  les  côtés  AD  ou  Ciy  et  AD'  sont  les  coordonnées 
du  sommet  A rapporté  aux  asymptotes , est  égale  à celle  du  pa- 
rallélogramme construit  sur  les  coordonnées  d’un  poiht  quel- 
conque M rapporté  aux  asymptotes  ( üg.  i33). 

Reprenons  l’équation  de  l’hyperbole  aux  asymptotes 
GX , CY  trouvée  (y5) , savoir  : 


xy  = 


A*  -f  B3 


4 


•CO: 


f 
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CB  = CB'  étant  le  demi-second  axe  , les  quatre- côtés  AB,  B A', 
A'B',  B'A  sont  égaux , et  la  figure  ABA'B'A  est  un  parallélo- 
gramme et  même  un  losange  : si  du  point  H,  milieu  de  AC, 
on  élève  une  perpendiculaire  , elle  passera  par  les  intersections 
D et  D'  des  côtés  AB , A'B'  avec  les  asymptotes  ; on  aura 
donc 


AD*—  AH*+  DH== 


A*  + B» 
* 4 


mais  en  désignant  par  G l’angle  entre  les  asymptotes,  et 
abaissant  la  perpendiculaire  Ah  sur  CD',  on  a 

Ah  = AD'  sin  G = CD'  sin  G , 


en  observant  que  la  figure  ADCD'  est  aussi  un  losange;  donc 
^1±-—  âin  c = CD 1 sin  G = CD'  X Ah  = aire  ADCD'; 

4 

d’une  autre  part 

xy  sin  G = aire  CPMN  ; 

donc  d’après  l’équation  (î)  qui  donne 

. . A1  4-  B*  . . , . 

xy  sin  ï = sin  G . . , . . (2) , 


on  parvient  à la  propriété  annoncée 

aire  ADCD'  = aire  CPMN  ; 

Le  grand  losange  AB  A'B',  quadruple  de  ADCD',  se  nomme 
la  puissance  de  V hyperbole. 

Corollaire.  Lorsque  l’hyperbole  est  équilatère  , l’angle  des 
asymptotes  est  droit , sin  G = 1 , et  le  losange  ADCD  devient 
un  carré,  lequel  est  toujours  égal  au  rectangle  des  coor- 
données. 

^ i5q.  Théorème  VIII.  Si  Von  mène  le  demi-diamètre  CM'  et 
'la  tangente  TM't , on  aura  toujours 

avp1—  TM'1>=  A*  — B“, 

A et  B étant  les  demi-axes  de  Vkyperbole  ( fig.  i34). 


* 
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Si  l’on  nomme,  toujours  £ l’angle  entre  les  asymptotes  CX  , 
CY  ; cd  et  ÿ les  coordonnées  CP',  P'M',  les  triangles  CM'P', 
P'M'T  donupont  (Géom.) 

CM'  = y 3 -f-  x'%  dz  2 x'y'  cos  G , 

TM'  = y 3 + x>‘  t+:  2 xy'  cos  C ; 

donc 

0?"—  TM7*^:  4x-y  cos  G (1). 


Or  l’angle  8 formé  par  chacune  des  asymptotes  avec  le  grand 
axe  de  la  courbe  , a pour  tangente  trigonométrique  ^ ; 
on  aura  donc 


sin  0 = 


B 


l/A*+  B“* 


cos  0 = 


*/  A 


a 1 


et , à cause  de  G = aÔ , 

cos  C = cos  20  = coôa  0 — sina0 


Aa  — Ba 
Aa+  Ba 


(2): 


or  l’équation  de  la  courbe, rapportée  aux  asymptotes  et  au 
point  x',  y',  est 

4*'/  = Aa  + Ba,  . 

et  conséquemment  , 

4x'y  cos  G = Aa  — B* (3)  ; 


donc  , d’après  ( 1 ) , 

CM'  - TM1  = Aa  — Ba. . . . . .(4)  : 

telle  est  ( 72  ) la  relation  qui  existe  entre  les  demi  - dia- 
mètres et  les  demi-axes  de  l’hyperbole  : or  M'Cm'  est  un  de, 
ce»  diamètres  ; donc  tM'T  = 2M'T  ( i5o  ) est  l’autre  en 
longueur.  Donc  ayant  de  longueur  et  de  position  celui  des 
diamètres  conjugués  qui  aboutit  à la  courbe , ■ en  passant 
par  le  centre,  l’autre  sera,  en  longueur,  la  tangente  menée, 
par  l’une  de  ses  extrémités  et  prolongée  jusqu’aux  asymptotes  : . 
pour  l’avoir  en  position,  on  le  ramènera  à passer  par  le 
centre , parallèlement  à la  tangente  tM'T  : ce  second  diamètre; 

'7 


1 


v 
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ne  rencontrera  pas  les  branches  de  l’hyperbole  , et  dana 
l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à ce  système  de  dia- 
mètres conjugués  , TM'  sera  le  coefficient  de  +\/ — 1 dans 
l’expression  de  l’ordonnée  correspondante  à l’abscisse  nulle, 
comme  on  l’a  vu  (71).  ‘ 

Corollaire.  Si  l’on  observe  que  C t est  double  de  FM',  et 
CT  double  de  CF  (fig.  i3/Q  , on  reconnaîtra  que 


aire  CTI  aÿx'  sin  C = 2 aire  CPM'N'  = 2 aire  AD  CD' 

(i5i)  , £fig.  i33]  : mais 

aire  ADCD'  — 3 aire  ADC  = A---R  : 

2 

donc  ' 1 


aire  CTf  = A X B. 

Donc  taire  du  triangle  TCt  est  égale  à taire  du  rectangle 
formée  par  les  demi-axes. 


1 53.  Problème  VIII.  Etant  donné  de  position  et  de  gran- 
deur le  demi-diamètre  réel  CM'  de  l'hyperbole,  trouver  son  con- 
jugué CN  de  grandeur  et  de  position  (fig.  i35). 

Le  demi-diamètre  CN  étant  parallèle  à la  tangente  M'T , la 
tangente  de  l’angle  NCP  est  (142) 

. B*  x' 

0=3,a»-7* 

et  conséquemment  l’équation  de  CN,  est 
B“  3? 

y — -g,  ‘y  • x — (0; 

on  a d’ailleurs  (i5a)  la  propriété 

CM'1 — CN  = A*  — B%  d’où  ‘CN  = CM'*—  A*  + B* 
= A*+  B*; 

le  triangle  Q>N  rectangle,  donne. 

CN*==  <>'+  pN, 

* . X ' 

égalant  ces  deux  valeurs  de  CN,  remplaçant  l’ordonnée  pN  par 
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sa  valeur  (1)  et  Cp  par  x,  on  trouve  après  quelques  ré- 
ductions , 

x=Cp=  V'x'c—K%=z  v/(x'4-A) (x'— A)  = /FA'XP'A. 

Ainsi  après  avoir  mené  par  le  centre  de  l’hyperbole , une  pa- 
rallèle indéfinie  à la  tangente  en  M'  où  aboutit  le  diamètre 
donné  CM',  et  porté  l’abscisse  Cp  égale  à la  moyenne  pro- 
portionnelle entre  FA'  et  P'A,  on  élevera  par  p une  perpen- 
diculaire prolongée  jusqu’à  la  rencontre  de  cette  parallèle 
en  N,  et  CN  sera  le  demi-diamètre  conjugué  de  CM'  en  lon- 
gueur et  en  position. 

■f-  Corollaire  1er.  Si  dans  l’équation  (1)  on  remplace  x par  sa 
valeur  \/  x'*  — A*,  on  aura 

' „ B , 

y=zp^  — -a/; 

de  ces  valeurs  de  Cp  et  pN,  on  conclut 

Cp  X pN  = | x/  A*  = CP'  X F'M'  -, 

et  conséquemment  l’égalité  des  aires  CpN , CP'M',  propriété 
qui  trouve  son  emploi  dans  le  théorème  suivant.  — -A  ' A-  j,  t' 

t54-  Théorème  IX.  Le  carré  du  demi-diamètre  conjugué 
CN , est  égal  au  rectangle  M'T  X M't  des  portions  de  la  tan- 
gente en  M',  comprises  entre  M'  et  les  axes  principaux  de  la 
courbe  (fig.  i35). 

Les  triangles  semblables  FTM' , pCN  donnent 

M'T*  : "CN1;:  aire  P'TM'  : aire  pCN 

::  aire  P'TM'  : aire  CFM'  TF  ; CF 
::  M'T  : m) 

en  observant  que  les  triangles  semblables  M'TF,  CT?  donnent 
la  proportion 

CT  : tf  ::  Tt  : TM',  d’où  - cf  : TP'  ::  tM'  : tm'  •• 

17.. 
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donc  on  a la  propriété  * 

1 * 

CN  = M'T  X M'f. 

Corollaire  Ier.  Si  sur  T t,  comme  diamètre,  on  décrit  une 
demi-circonférence , elle  passera  par  le  centre  C de  l'hyper- 
bole, qui  est  le  sommet  de  l'angle  droit:  donc(Géom.) 

M'C  X M'I  = M'T  X M't  = CN  ; 


ainsi  la  différence  O entre  la  troisième  proportionnelle 

* * 

CN 

M'I  ==  et  le  demi-diamètre  M'C , est  une  corde  dans  le 

JYI 


cercle  qui , ayant  son  centre  sur  la  tangente  M't , passe  par  les 
points  T et  t d’intersection  de  cette  tangente  avec  les  axes,  r 
Corollaire  II.  Nous  pouvons  maintenant  décrire  une  hy- 
perbole, connaissant  les  demi-diamètres  conjugués  et  l'angle 
qu’ils  font  entr’eux.  A cet  effet , on  portera  la  troisième 


/ 

proportionnelle 


sur 


le  premier  demi-diamètre 


M'C,  on  mènera  par  M'  une  droite  indéfinie  M'T/  parallèle  à 
CN;  on  élevera  par  le  milieu  de  CI  une  perpendiculaire  jus- 
qu’à la  droite  M'T/,  et  la  circonférence  décrite  de  ce  point 
de  rencontre  comme  centre , avec  sa  distance  au  point  C , 
donnera  les  points  T et  t qui  sont  sur  les  axes  principaux  $ 
menant  alors  les  droites  CT  et  C/,  et  du  point  M'  sur  leurs 
prolongemens , les  perpendiculaires  M'P',  M'Q,  on  prendra 
une  moyenne  proportionnelle  CA  entre  CP'  et  CT , une  autre 
CB  entre  CQ  = P'M'^ et  C/,  et  on  aura  ainsi  les  deux  demi- 
axes  principaux  de  la  courbe. 


1 55.  Théorème  X.  'La  droite  M'N  menée  du  point  de  contact 
M' parallèlement  à C asymptote  CS,  passe  par  t extrémité  N du 
demi-diqmetre  CN  conjugué  de  CM'  (fig.  i36). 

En  prolongeas^  l’ordonnée  FM'  jusqu’à  la  rencontre  en  L de 
l’asymptote  CS,  les  triangles  semblables  CA  b,  CFL , don- 
nent CA  '.Ab  CF  : FL,  et  comme  Ai=B,  cette  pro- 
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Bx' 

portion  donne  P'L  = -j-.  Les  triangles  CP'L,  P'M'O,  sent- 
blables  à cause  de  M'N  parallèle  à CS,  donnent 

p'l  : P'M'  ::  cp'  : ov, 

c’est-à-dire , 

::  xf  : op',  d’où  op'=  vV'—a*  : 

A A 

or  en  prenant  sur  M'N , à compter  du  point  O une  longueur 
ON  = CL,  et  du  point  N abaissant  sur  l’axe  la  perpendi- 
culaire N p , les  triangles  OpN , CP'L  parfaitement  égaux , par 
construction , donnent  Op  = CP',  et  retranchant  de  part  et 
d’autre  la  partie  commune  CO , il  reste  Cp = OP'=  \/ x* — A“  : 

« . Bx' 

les  mêmes  triangles  donnent  aussi  pN  = P'L  = et  on  a 

Vu  (i53)  que  ces  côtés  Cp  et  pN  sont  ceux  d’un  triangle 
rectangle  dont  l’hypoténuse  CN  est  le  demi-diamètre  conjugué 
de  celui  qui  aboutit  au  point  M'.  Donc,  etc. 

Corollaire.  On  peut  donc  , au  moyen  des  asymptotes , 
déterminer  de  grandeur  et  de  position  le  diamètre  conjugué 
de  celui  qui  aboutit  au  point  M',  et  conséquemment  trouver 
la  direction  de  la  tangente  en  ce  point  M'. 

JC  i56.  Théorème  XI.  La  parallèle  M'N  à l’asymptote  CS,  est 
divisée  également  en  O par  F autre  asymptote  CS'(fig.  i3  6). 

Soit  CB  le  demi-second  axe  de  l’hyperbole  ; la  ligne  A b'  est 
égale  et  parallèle  à CB  ; la  diagonale  AB  du  rectangle  ACB6' 
est  parallèle  à l’asymptote  CS,  et  par  conséquent  à la  droite 
M'N  : or  l’asymptote  C b',  autre  diagonale  du  même  rectangle , 
coupe  la  première  également  en  Z;  donc  elle  coupe  de  la 
même  manière  OE  en  R ; donc  ER  = OR  ; mais  à cause  de 
ON  = CL , par  construction  (i  55)  , et  de  M'L  parallèle  à CE, 
on  a ON  = M'E  ; donc  ON  — OR  = M'E  — ER , c’est-à-dire , 
NR  = M'R. 

Corollaire' I" . Si  l’on  prolonge  le  demi-diamètre  CN  jusqu’à 
la  rencontre  en  n d’une  parallèle  M'n  à CS',  à cause  de 

JÏR  = M'R,  on  aura  C»  = CN  : donc  deux  parallèles  M'N , M'n 

V 


s 
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aux  asymptotes,  menées  du  point  de  contact,  passent  par  les  ex- 
trémités du  diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit  à ce  point. 

Corollaire  II.  Les  triangles  RCN , RTM'  semblables , à 
cause  de  CN  parallèle  à M'T,  sont  de  plus  égaux,  à cause 
de  M'R  = RN  ; donc  M'T  = CN  ; mais  si  l’on  prolonge  la 
tangente  TM'  jusqu’à  la  rencontre  en  t de  l’asymptote  CS,  on 
a aussi  M't  = CN  , parce  que  M'Q  = CR  , et  que  d’ailleurs  les 
triangles  fM'Q  et  CNR  sont  semblables , comme  ayant  tous 
leurs  côtés  parallèles  : donc  la  tangente  Tt  est  divisée  égale- 
ment au  point  M'  de  contact,  proposition  démontrée  (i5a), 
et  conséquemment  Tt  est  le  conjugué  de  Nn. 

Corollaire  III.  11  est  maintenant  facile  de  déterminer  les 
deux  asymptotes  d’une  hyperbole  dont  on  connaît  les  demi- 
diamètres  conjugués  CN,  CM',  et  l’angle  NCM'  : à cet  effet,  on 
mènera  par  le  point  M',  la  droite  Tt  parallèle  au  conjugué  CN, 
et  prenant  de  chaque  côté  du  point  M'  les  parties  M'T , M't 
égales  chacune  à CN , les  droites  CT , Ct , indéfiniment  pro- 
longées , seront  les  asymptotes  de  l’hyperbole  qui  doit  passer 
par  le  point  M'. 

Corollaire  If'’.  L’égalité  des  triangles  RCN , RTM',  donne 
encore  RC  = RT  ; donc , en  menant  d’un  point  M'  à l’une 
'des  asymptotes,  une  droite  M'R  parallèle  à l’autre  asymptote , 
et  prenant  sur  la  première  RT  = CR,  M'T  sera  tangente  au 
point  M'. 

Corollaire  V.  Concevons  une  tangente  Tt  parallèle  à la  trans- 
versale HH'  ('fig.  1 3 7),  le  diamètre  CM'  mené  au  point  de  contact , 
coupera  la  tangente  Tt  en  deux  parties  égales  en  M';  elle 
coupera  de  même  la  parallèle  HH';  mais  elle  coupera  aussi  la 
corde  GG'  également  en  P (chap.  Y III)  ; donc  HG  — H'G  , 
propriété  démontrée  (149) > et  qui  sert  à construire  l’hyper- 
bole , lorsqu’on  a l’un  de  ses  points  et  ses  asymptotes. 

157.  Problème  IX.  Décrire  une  hyperbole  qui  passe  par  trois 
points  donnés,  et  dont  les  asymptotes  soient  parallèles  à 
deux  droites  données  (fig.  i38). 

Soient  m,  P,  n les  trois  points  donnés,  et  CS,  CS'  le» 


\ 


Digitized  by  Google 


DE  l’hyperbole.  a«3 

r7^  *1  , ■ t 

asymptotes  qui  doivent  être  parallèles  à deux  lignes  données  : 
on  connaît,  les  directions  des  droites  md,  PG  parallèles  aux 
asymptotes , de  PA  parallèle  a CS , et  la  position  de  la 
droite  mn. 

Par  la  propriété  fondamentale  de  l’hyperbole  rapportée  aux 
asymptotes  CS,  CS',  on  a 

CQ  x Qm  = CG  X GP, 

CQ  , Qm  étant  les  coordonnées  du  point  m,  CG  et  GP  celles 
du  point  P : de  là  on  déduit  la  proportion 
dm  î PG  de  : Ge; 
la  construction  donne 

* PG  : cM  ::  Ge  : mM, 
mN  : md  Ni  î de  ; 

ces  proportions  multipliées  par  ordre , donneront , en  réduisant , , 
d’après  la  précédente, 

mN  î Ma  :i  Ni  î mM , 

d’où 

Ma  X Ni  = mN  X mM. 

On  aurait'  semblablement 

Ma  X Ni  = nM  X nN , 

r . 

ce  qui  fournit  déjà  un  théorème  apez  remarquable. 
Maintenant  la  proportion 

mN  : Ma  ::  Ni  : nislf’ 

donne 

mN  — Ma  : Ni  — mM  ::  Ma  î mM , 

et  en  faisant  attention  que  mM  = nN  (1^9  et  i56),  cette 
proportion  devient 

mn  — ma  : ni  Ma  : Mm  “ GP  : Ge , 
c’est-à-dire , 

na  ï ni  II  GP  ; Ge, 

d’où  l’on  déduit 

na  — ni  î'na  GP  — Ge  : OP , 
c’est-à-dire  , 

ai  ï an  Pe  ; PG.....(i). 
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Si  l’on  mène  par  n une  parallèle  nf  à CS',  coupant  PH  en  ft 
on  aura  aussi  1 

ba  : bm  ::  Vf  : PH (a). 

Cela  posé  ,m,P,n  étant  les  trois  points  donnés  , par  P 
soient  menées  des  parallèles  AH,  BG  aux  droites  données  , et 
conséquemment  aux  asymptotes  : soient  menées  mn  coupant 
PA , PB  en  a et  b , et  parallèlement  aux  mêmes  droites , les 
droites  me,  nf  rencontrant  en  e et  f les  prolongemens  de 
PB  et  PA;  alors  les  trois  premiers  termes  des  proportions 
(ï)  et  (a)  étant  connus,  on  pourra  déterminer  PG , PH , et 
conséquemment  les  points  G et  H par  lesquels  menant  des 
parallèles  CS,  CS'  aux  droites  données  , on  aura  les  asymptotes 
de  la  courbe  dont  la  construction  par  points  est  facile. 

^ i58.  Nous  terminerons  par  la  solution  de  deux  questions. 

Problème  X.  Un  point  étant  donné  dans  le  plan  d'une 
hyperbole  , soit  intérieurement , soit  extérieurement , on  propose 
de  mener  par  ce  point  une  perpendiculaire  à t hyperbole , 
laquelle  le  sera  à la  tangente  au  point  où  aboutit  la  plus 
courte  distance  (Eg,  109). 

M'  étant  le  point  donné  , et  M'M  la  plus  courte  distance  du 
point  M'  à la  courbe  , il  Aigit  de  trouver  l’abscisse  du  point  M. 
Les  triangles  semblables  MmM',  PMT  donnent 

Mm  : M^;:  pm  : PT  = y(~y  ~ 7-, 

X-f-X 

y et  x désignant  l’es  coordonnées  AP,  PM  du  point  M,  et 
x , y'  celles  AP',  P'M'  du  point  donné  M'.  Mais  la  soutane 
gente  PT , pour  l’origine  au  sommet , est 

_ xx  + aA.r 

Â+x  * 


comme  on  le  trouve  en  remplaçant  x ' par  A + x dans  l’ex- 
x'* f* 

pression -, — de  la  soutangente  pour  le  centre  ; donc 
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l’équation  de  l’hyperbole  au  sommet 


y'  = £ (xx+aAx) (1), 

B*  _ , , . 
ou  p = — (109),  devient 


donc 


on  tire  de  là 


y1  = ï (A  + x)  • PT  ; 


A(A  + X> 


y = 


P/(A  + x) 


A (*  + x')  -f-p  ( A + a;)  ÂA-f-ér 


__  p/  (A  + i). 

/.  A * / * 


après  avoir  fait  x'  -\-p  = à , A -f-  p — l.  (îette  valeur  miss 
en  place  de  y dans  (1)  donne  , après  avoir  posé 


Kk 

m — -j-  , 


cette  équation 

x*  + aA  I x?  -f-  4Am 

+ 2771  I + n? 


— apï 

i 2 


x*  + aAm1  | x — A2n*  = o, 
— 2A  n2 


qui  admet  au  moins  deux  racines  réelles,  l’une  positive,  l’autre 
négative  (Alg. , Ire  sect.)  , et  conséquemment  la  question  admet 

au  moins  deux  solutions. 

* 


f Problème  XI.  Trouer  le  lieu  des  sommets  d'une  suite 
de  triangles  ayant  la  même  base  AB , et  dont  les  deux 
angles  DAB,  DBA , sur  cette  base , aient  une  différence  donnée 
( fig.  140). 

On  prendra  pour  axe  des  abscisses  la  ligne  MPQ  passant 
par  le  milieu  P de  AB , et  faisant  avec  la  base  les  angles  APQ, 
BPM  égaux  chacun  à la  moitié  de  la  différence  des  angles 
à la  base  : cette  droite  fera  avec  DA  et  DM,  les  angles 
DQM , DMQ  égaux  : en  effet , OPA  BPM  ; et  comme  chacun 
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de  ces  angles  est  la  moitié  de  la  différence  DBP  , DAP , 

on  aura 


d’où 

mais 

donc 

c’est-à-dire 


DBP  — DAP  = QPA  + BPM , 
DBP  ss  DAP  4-  QPA  + BPM; 
DBP  = BMP  -f  BPM , 

BMP  = DAP  + QPA, 

DMQ  — DQM. 


Abaissons  les  perpendiculaires  BN , AR  , DO  sur  l’axe  MQ , 
et  soient  PO  —x,  DO  — y , AR  = BN  — b , PR=sPN=  c : 
les  triangles  semblables  BNM,  DOM  donnent 


bn  : do  ::  mn  : mo, 

d’où 

do  — bn  : do  ::  mo  — mn  : mo  = £2L±^. 

y— b 

en  observant  que 

t MO  — MN  = NO  NP  4-  PO  = e 4.  x. 

De  même  les  triangles  semblables  ARQ , DOQ  donnent 

AR  : do  ::  rq  : QO, 

d’où 

DO  + ar  : do  QO  + RQ  : QO  = ry  ~ f3'. 

J~r  ° • 

Mais  à cause  des  angle#  égaux  DMQ,  DQM,  on  a MO=  QO , 
et  conséquemment , 

çy4  xy  _ cy—xy 

y — b y + b ' 

et  réduisant , 

• xy  =s  — bc  , 

équation  de  l’hyperbole  aux  asymptotes.  ( Arith . univ.  de 
Newton.  ) 


* 


a 
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CHAPITRE  XIV. 

» ( 

De  la  génération  des  lignes  du  second  degré  par  V in - 
terseclion  de  deux  lignes  droites  ; de  quelques 
propriétés  des  tangentes , et  applications  de  la 
• doctrine  des  projections  à la  recherche  des  prin- 
cipales propriétés  de  ïellipse. 

i5g. Soient  (Gg.  141)  deux  droites  AM,  ATU  assujéties  à 
tourner  autour  des  points  fixes  A et  A',  sous  un  angle  va- 
riable AM  À'  : la  nature  de  la  courbe  décrite  par  le  point  M 
dépendra  des  conditions  auxquelles  on  soumettra  l’inclinaison 
respective  des  deux  génératrices  sur  l’axe  des  x. 

Nous  prendrons , pour  plus  de  simplicité , l’origine  au 
milieu  C de  la  droite  AA',  et  nous  supposerons  les  coordon- 
nées rectangulaires.  Soit  AC  = A : les  droites  AM , A'M 
auront  pour  équations 

y = « (x  — A),  y = .'(r+A)-, 

m et  * étant  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  MAX , 
MA'X.  La  relation  entre  les-  coordonnées  du  point  M sera 
exprimée  par 

y = {x1  — A1)  = — «'  (A1  — x*) (1), 

et  elle  présentera  deux  cas  , suivant  que  les  facteurs  *,  * seront 
de  signes  contraires  ou  de  même  signe , c’est-à-dire , suivant 
que  le  produit  *»'  sera  négatif  ou  positif. 

Menons  les  perpendiculaires  LL , Il  aux  points  A et  A'  do 
la  droite  AA'  : nous  supposerons  d’abord,  pour  rentrer  dan» 
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le  premier  cas,  que  les  lignes  génératrices  se  rencontrent  tou- 
jours entre  LL  et  11  : ces  perpendiculaires  seront , dans  le 
sens  des  x , les  limites  de  la  courbe  entièrement  comprise 
entr’elles. 

Posant  donc,  dans  ce  cas. 


R* 


l’équation  (1)  deviendra 

A*/  + B\ra  = A’B*, 

c’est-à-dire  , celle  d’une  ellipse  dont  les  axes  sont  «A  et  2B  : 
comme  le  produit  ««'  est  négatif,  le  demi-axe  B , donné  par 

B = A \ /~û (2), 

sera  réel.  Dans  le  cas  particulier  de  eut  x=  — 1 , on  aurait 
B = A , et  l’ellipse  deviendrait  un  cercle. 

On  a pour  l’ellipse  (101)  , en  observant  que  « est  < o, 

tan  g M — (.3)  , 

fcn  même  temps  que 

B = A : 

ainsi  suivant  que  l’une  ou  l’autre  de  ces  relations 
**'<»>  m'  > I , 

aura  lieu , c’est-à-dire , suivant  que  l’angle  M sera  obtus  ou 
aigu  , on  conclura  de  ( 2 ) , 

B < A,  B > A: 

l’ellipse  sera  donc  décrite  sur  son  grand  axe , dans  le  premier 
cas , et  sur  son  petit  axe , dans  le  second. 

La  droite  A'M.  s’inclinant  de  plus  en  plus  , viendra  enEn 
coïncider  avec  A'A , et  * devenant  zéro , on  aura  <*  = 00  , 
c’est-à-dire  qu’alors  AM  se  confondra  avec  LL  : ainsi  A est 
un  point  de  la  courbe  : on  en  dirait  autant  de  A'. 
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Qu’on  suppose  actuellement  le  produit  positif  , ou , ce 
qui  reyient  au  même , les  facteurs  « et  * affectés  du  même 
signe  : les  droites  AM  et  A'M  étant  constamment  inclinées 
dans  le  même  sens  , leur  point  de  concours  N'  se  trouver» 
hors  des  parallèles  LL,  //,  qui  seront  encore  des  limites  de 
la  courbe,  mais  de  manière  que  cette  courbe  qui  d’ailleurs 
passera  toujours  par  les  points  A et  A',  n’aura  aucun  de  ses 
points  entre  LL  et  II.  . 1 

Posant  alors 

eue'  = d’où  B = A \/lû. 


l’équation  (1)  deviendra 

Aay  — Bax*  = — ASB“, 

équation  d’une  hyperbole  dont  le  premier  et  le  second  axe 
sont  2A  et  aB. 

Si  l’on  avait  1 , il  en  résulterait  B = A,  et  l’hyper- 
bole serait  équilatérale. 


1 Go.  On  sait  que  les  droites  Cm  , Cn  ( Eg.  142  ) , menées 
par  le  centre  de  l’ellipse  , respectivement  parallèles  aux  cordes 
A'M  , AM,  que  nous  avons  nommées  supplémentaires  , et  qui 
coupent  ces  cordes  dans  leurs  milieux  l et  k , forment'  un 
système  de  demi-diamètres  coujugués  dans  l’ellipse  , et  que  la 
même  construction  donne  ceux  de  l’hyperbole. 

Soient  cp  ~ x , pm  = y les  coordonnées  du  point  m ; l’équa- 
tion du  diamètre  Cm  parallèle  à A'M  , sera  * 

1 y = *'x,  d’où  yx  — a'axx; 
portant  cette  valeur  dans  l’équation  (1),  on  en  tirera 


,•  donc 


= d’où  , 

« et — et 


; — * 4 - .._«A*+«'VAa 

Cm  = x*  -j-  ==  ■ - ■ ..... -C4)- 
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Par  on  calcul  semblable , on  trouvera 


— » — «'A*  — «VA* 

Ci»  = j — — . 


• (5), 


et  de  là 

Cm  + Cn  = ( i — mu'  ) A*  ; 

désignant  donc  par  A'  et  B'  les  demi-diamètres  conjugués 
Cm  , Cn,  et  observant  que  — ■ aa'A*  = B*,  il  viendra 

A'*  + B'*  = A*  -+-  B*. 

propriété  démontrée  (66). 

Le  calcul  est  absolument  le  même  pour  l’hyperbole , sauf 
le  signe  du  produit  •* , et , pour  cette  courbe , on  est  con- 
duit à la  propriété 

A'*  — B'»  = A*  — B* , 

démontrée  (72). 

Les  valeurs  (4)  et  (5)  de  Cm  = A'1,  Cn  = B'1  donnent 

A'  = A B'  = A \J  — ; 

or  en  désignant  par  0 l’angle  M entre  les  cordes  supplémen- 
taires , le  même  que  l’angle  entre  les  demi-diamètres  A'  et  B', 
on  a , d’après  l’expression  (3) , 


sin  <P  : 


*ang<p 


-Ç-+V) 


V 1 + tang**  \/(i- -O1 +(-'+*)* 


/(H-*)  (1  + -*) 


mais 


’B' A * V + «’)  O 


A'B'  = A*  X 

a*  — m 

=-A*  X ^0+«‘)Q+*',W 
(•  + *) 

en  observant  que , pour  l’ellipse  , la  tangente  a est  négative  ; 
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donc  

A'B'  sin  ?>  = A*  \/uu'  = AB. 

Le  calcul  est  exactement  le  même  pour  l’hyperbole.  On 
retrouve  ainsi  les  propriétés  obtenues  par  une  autre  voia 
(66  et  73). 


161.  Si  on  emploie  l’équation  (1)  sans  changer  le  signe  de 
m'/  auquel  cas  elle  représente  une  hyperbole  , on  pourra  la 
mettre  sous  la  forme 

y — ± x v/“'  0 ~ 

, - -.r»  » > 

qui  axmonce  le  caractère  asymptotique  de  cette  courbe  , puis- 
que son  équation  tend  à se  changer  en  celle-ci 


. /"T  • 

y = it  x y «ut.  , 

à mesure  que  l’abscisse  x augmente  ; mais  l’abscisse  x deve- 
nant infinie , les  droites  génératrices  deviennent  parallèles  , et 
alors  *'  = a ; ensorte  que  l’équation  précédente  devient 


et  elle  représente  les  asymptotes  de  la  courbe  (73  et  1 fyj). 

163.  Portons  l’origine  des  abscisses  au  point  A'  : les  équa- 
tions des  deux  génératrices  A'M , AM  seront 


y — *'x,  y = » (x  — sA), 

d’où  l’on  conclura  cette  relation  entre  les  coordonnées  du 
point  M,  ' 

y1  = — m*  (2  Ai  — xx  ) , . 

et,  sous  l’hypothèse 


d’où 


3«ue 


, aB*  . 
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l’équation  de  l’ellipse  sera 


/ A 

tut  x 3 : 


aB*  * 

la  quantité  est,  comme  on  l’a  vu  (io3),  le  paramètre  de 
l’ellipse , que  nous  désignerons  par  a p , ensorte  que 


y‘  r=  2 px  -f-  tutx?  ; ' 

que  l’on  suppose  a — o , et  on  conclura  de  l’équation  (2) , 
A=  00,  ce  qui  exprime  le  passage  de  l’ellipse  à la  para- 
bole (1 3tf)  ; dans  ce  cas  , l’équation  précédente  se  change  dans 
cellerci 

y = apx , 

qui  est  celle  de  la  parabole  dont  nous  allons  nous  occuper. 


i63.  Soient  F (lig.  i43)  un  point  fixe  pris  sur  l’axe  AX , 
F/  une  droite  mobile  assujétie  à passer  constamment  par  ce 
point  F , Tt  une  autre  droite  mobile  coupant  la  première 
en  M et  l’axe  en  T : soit  menée  l’ordonnée  MP  du  point 
variable  M.  Supposons  que  le  mouvement  de  la  droite  Tt  soit 
lié  à celui  de  F f autour  du  point  fixe  F , de  manière  qu’on 
ait  constamment 

t 

angl.  FMT  = angl.  FTM , AP  = AT  : 

en  posant  AF=p,  les  équations  des  deux  droites  Tt  et  F/* 
seront  de  la  forme 


(1) y =z  ax  + b , y — a!  (x—  p) (2), 

les  coordonnées  x et  y étant  rapportées  à l’origine  A.  L’abscisse 
AP  est  la  valeur  de  a:,  tirée  de  l’égalité  des  seconds  membres 
des  équations  (1)  et  (a)  : on  trouve  ainsi 


-AP-Hr^ 


la  valeur  de  AT  est  celle  de  x correspondante  à y = o 
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àans  (1)  : on  a donc 


273 


on  sait  d’ailleurs  que 


AT  ==  ô * 


tang  FMT  = 


1 +.aa 


Ôr  suivant  les  conditions  du  problème , i°.  les  deux  lignes  AP 
et  AT  doivent  être  égales  et  de  signes  contraires  ; 20.  la  tan- 
gente de  l’angle  FMT  doit  être  égale  à celle  de  l’angle  FTM , 
c’est-à-dire , égale  à a.  Ainsi  ou  aura  entre  les  trois  constantes 
a , a!,  b , les  deux  équations 


(3). 


b -f-  a'p b 

a' — a a1 


a — a 
1 -j - aa! 


•C4). 


Si  donc  entre  les  équations  (1),  (2),  (3)  et  (4)  on  élimine 
a , a',  b , l’équation  résultante  en  x , y et  p sera  celle  du 
lieu  des  points  M , pour  toutes  les  positions  des  droites  Tt , 
F f,  suivant  les  conditions  de  l’énoncé. 

On  exécutera  facilement  cette  élimination , comme  il  suit  : 
on  multipliera  l’une  par  l’autre  les  équations  (3)  et  (4) , ce 
qui  donnera , après  les  réductions  , 

ba  = p (5); 


chassant  les  dénominateurs  dans  l’équation  (3) , et  réduisant 
d’après  l’équation  (5)  , il  vient 

ap  = a'  ( b — ap  ) (6); 

éliminant  a'  entre  les  équations  (6)  et  (2),  on  trouve 

ZP  (x  — P)  = y (i  — cp)....(7): 

si  entre  cette  équation  et  l’équation  (1)  on  élimine  successi- 
vement b et  a , on  obtient 

- y-ap(x-p)  , y+3x(,r-p) 

y(*+p)  * p x y(*+p) 

18 
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ces  valeurs  substituées  dans  (5)  donnent*  après  les  réduction»  » 

Zy*+  o— p y}  cy— 4px  ) = 0 : 

du  premier  facteur  égalé  à zéro , on  déduit 

y*  -+•  (■£  — pT.  = o , 

égalité  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  y — o et  :c  — p — O, 
d’où  x=zp , ce  qui  donne  le  foyer  F.  L’autre  facteur  égalé 

à zéro  , c’est-à-dire , 

* * \ 

y*  = 4px  = ° > 

'représente  la  parabole. 

. 164.  L’inclinaison  de  .la  droite  Ti  étant  donnée,  il  ne 

peut  y avoir  qu’une  seule  direction  de  FM  pour  laquelle  la 
condition  ang.  FMT  = ang.  FTM  soit  satisfaite  : donc  la  droite 
Tt  n’a  que  le  seul  point  M commun  avec  la  courbe , et  lui 
est  conséquemment  tangente  en  ce  point  ; et  comme  ona, 
par  construction , 

ang.  FMT  = anf.  FTM  = ang.  NMT , 

il  faut  en  conclure  que , dans  la  parabole , la  tangente  en 
un  point  divise  en  deux  parties  égales  ï angle  formé  par  le 
rayon  vecteur  et  une  parallèle  à taxe  menée  par  ce  même 
point.  Enfin  de  ce  que  AT  = AP , on  voit  que , dans  cette 
courbe , la  soutangente  est  double  de  l'abscisse. 

Menons  l’ordonnée  FM'  par  le  foyer  F , et  par  M' la  perpen- 
diculaire M'N'=  M'F  à QS  perpendiculaire  à l’axe  AX  : le 
rpiadrilatère  FMNQ  se  changera  dans  le  carré  FM'N'Q , et  la 
tangente  en  M',  qui  en  sera  la  diagonale,  viendra  passer  par 
Q , à çause  de  FM'Q  = QM'N':  on  «ira  donc 
FM'  = FQ  = a AF. 

Ainsi  , dans  la  parabole  , l'ordonnée  qui  répond  au  foyer , 
■est  double  de  la  distance  de  ce  foyer  au  sommet;  la  tan- 
gente à l’extrémité  de  cette  ordonnée , fait  avec  elle  un  demi- 
angle  droit,  et  passe  par  l'intersection  de  P axe  de  la  courbe 

avec  sa  directrice. 

\ 


Digitized  by  Google 


/ 


DES  LIGNES  Dü  SECOND  DEGRÉ.  Zj5 

* i€5.  Si  l’on  désigne  par  x',  y'  les  coordonnées  d’un  point 

quelconque  M , l’équation  de  la  droite  TM  sera 

î t f / \ ■ 

y — y = « (x  — -r  ) ; 


«ubstituant  pour  a sa  valeur  trouvée  (i63) , on  aura 


v _ v'  — y'*  aP(.x'  P) 

y y yi*+p) 

remplaçant  y*  par  4px',  et  réduisant, 


* y — y = ^ (*  — *')>  . 

qu’on  sait  être  l’équation  de  la  tangente  (i3o)  , en  observant 
qu’ici  nous  appelons  p ce  que  nous  avons  désigné  par  a p 
(chap.XII).  # 

1G6.  L’équation  de  toute  corde  DJ  parallèle  à cette  tan- 
gente , sera  donc 

y ~9£rx+  d -, 

• y •. 

on  obtiendra  les  coordonnées  des  extrémités  de  cette  corde  , 
en  combinant  cette  équation  avec  celle  de  la  courbe 

♦ 

y*  — 4p*  •• 


l’élimination  de  x entre  ces  deux  équations  donne  . > 

y — zyy .+  dy  = o -, 

la  somme  des  ordonnées  des  extrémités  de  la  corde  est  donc 
2 y’,  la  moitié  de  cette  somme,  c’est-à-dire,  l’ordonnée  du 
milieu  de  la  corde,  est  donc  y'  — MP;  cette  corde  a donc 
son  milieu  i sur  la  parallèlë  MX'  à l’axe  menée  par  le  jxiint 
M.  Ainsi , dans  la  parabole , toute  parallèle  à l’axe  principal 
est  un  diamètre  de  la  courbe. 

Ce  qui  précède  fait  • voir  combien  un  heureux  choix  des 
données , dans  la  génération  des  courbes , peut  faciliter  la 
déduction  de  leurs  diverses  propriétés. 


‘^167.  Si  deux  droites  touchant  continuellement  .une  meme 
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ellipse,  se  meuvent  de  manière  que  le  produit  des  tangentes 
trigonométriques  des  angles  quelles  forment  avec  Vun  des 
axes,  soit  constant , lepoint  d'intersection  de  ces  deux  droites 
décrira  une  ligne  du  second  degré , concentrique  à C ellipse 
proposée  , et  dont  les  axes  seront  parallèles  à ceux  de 
cette,  ellipse  : en  général,  cette  ligne  du  second  degré  sera 
Une  ellipse  ou  une  hyperbole , suivant  que  le  produit  constant 
sera  positif  ou  négatif  j dans  les  deux  cas  , le  rapport  des 
deux  axes  de  la  courbe  décrite , sera  la  racine  carrée  du 
produit.  ) # 

Soit  k'y'  + B*x*  = k*B‘, 

l’équation  d’une  ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axe* 
principaux  : soient  de  plus , 

y — ax  -f-  y — a>x  4*  &'> 

les  équations  de  deux  droites  quelconques  : pour  dire  que 
chacune  de  ces  droites  est  tangente  à la  courbe , on  rempla- 
cera dans  son  équation  , y par  sa  valeur  ax  -f-  b , et  a’ x -j-  b', 
et  après  âvoir  résolu  par  rapport  à x , l'équation  résultante  , 
on  égalera  à zéro  la  quantité  sous  le  radical , ce  qui  don- 
nera ces  conditions  , 
i 

. A’a“  -f  B*  = b‘,  A’a'“  + B*  = b'\ 

qui  reviennent  à celles-ci  , . 


A’a*  + B1  = y*  — a axy  + a“x% 

AV*  + B*  = y*  — 3 a’xy  + a'*r\ 

en  remplaçant  b et  b'  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
des  droites  , pour  dire  qu’elles  sont  variables  de  position  : 
on  an  déduit  celles-ci 


a*  + 


*xy 

A*  — 


o, 

0; 


d’où  l’on  voit  que  les  valeurs  de  a et  a ' sont  les  deux  radine* 
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de  T une  de  ces  équations  : donc 

R1 v* 

0). 

Si  l’on  suppose  le  produit  àa'  constant  et  négatif , la  relation 
(i)  sera 

y * -f-  aa'x*  = B*  -f-  au' A® (a), 

équation  d’une  ellipse  concentrique  à la  première , puisque 
l’orj^ine  des  coordonnées  est  restée  la  même  , et  dont  les 
demi-axes  A'  et  B'  qui  ont  même  direction  que  les  axes  pri- 
mitifs , sont  donnés  par 

A'*  = P— ± af.K  , B'®  = B*  -f  aa'A* .... (3)  , 

aa 

valeurs  de  x et  de  y déduites  de  (a),  sous  les  hypothèses 
y— 30  et  x = o : le  rapport  de  ces  axes  sera 

A * 

Si  l’on  suppose , au  contraire  , le  produit  aa'  constant , mais 
positif,  l’équation  (1)  deviendra 

y*  — aa'x%  = B®  — aa'  A® (4), 

équation  d’une  hyperbole  concentrique  à l’ellipse  proposée,  et 
dont  les  demi-axes  A'  et  B’  suivant  Jes  mêmes  directions  que 
les  axes  primitifs , sont  donnés  par 


A'*  = — 


B»—  aa'A* 
aa! 


B'®  = B*  — ad  A*  ; 


d’où  l’on  déduit  ce  rapport  des  demi-axes  , 

x-  = ^ 

en  observant  que  des  deux  quantités  A'  et  B',  l’une  est  réelle  , 
et  l’autre  est  imaginaire. 
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J ■ 168.  Si  l'on  conçoit  deux  tangentes  à F ellipse  de  F équation 
■(a) , mobiles  comme  les  premières , et  assujéties  aux  mêmes 
conditions  quelles,  F intersection  de  ces  droites  décrira  une  # 
troisième  ellipse  de  laquelle  , par  le  même  procédé , on  déduira 
une  quatrième  ellipse-,  et  ainsi  de  suite.  Cela  posé  , 1®.  toutes 
les  ellipses  construites  sur  la  première  , seront  semblables  entre 
elles , concentriques,  et  leurs  axes  auront  Thèmes  directions 
que  les  siens  ; a’.’les  aires  de  ces  ellipses  formeront  une  pro- 
gression dont  le  facteur  constant  sera  = a ; 3°.  les  deux 
tangentes  dont  F intersection  décrira  lune  quelconque  de*  ces 
ellipses , seront  continuellement  parallèles  à deux  cordes  supplé- 
mentaires de  r ellipse  qui  la  précédera  immédiatement , dans 
l'ordre  de  leur  génération  successive. 

Si  à l’ellipse  de  l’équation  (a)  , et  dont  les  axes  sont  déter- 
minés par  les  équations  (3),  on  mène  deux  tangentes  , do 
manière  que  le  produit  aa!  soit  le  même  en  nombre  et  en  signe  , 
la  courbe  décrite  par  l’intersection  de  ces  tangentes , sera  une 
fellipse  dont  les  demi-axes  A"  et  B"  seront  donnés  par 


A"’ 


B'Haa'A' 


B''a  = B'a  -f-  an' A'1  ; 


mettant  pour  B'a  et  A'2  leurs  valeurs  (3) , il  viendra 
A**=  2 (B'+  A aA'%  Y,'"1—  a ( B*  + ad Pé  ) = sB'a. 


Si,  suivant  les  mêmes  conditions,  on  cherche  le  lieu  de  lin-  • 
tersection  de  deux  tangentes  menées  à cette  troisième  ellipse , 
on  en  déterminera  une  quatrième  pour  laquelle  on  aura 

AWa  = 2 A"a , B'"2  = 2B"a, 

et  ainsi  de  suite  : donc 


\/ad  — 


Les  demi-axes  étant  dans  le  même  rapport , la  première  partie 
de  l’énoncé  est  démontrée  : pour  prouver  la  seconde , il  faut1 
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admettre  Cette  proposition  que  nous  démontrerons  incessamment, 
savoir,  que  l’aire  de  l’ellipse  est  égale  à sr.  A. B , * désignant 
la  circonférence  dont  le  diamètre  = 1 , et  A et  B les  de  uX 
demi-axes  : on  a donc  pour  les  aires  des  ellipses  successives, 

x.A'.B',  x.A".B",  v-A"  .B",  etc., 

* I 1 

\ 

c’est-àrdire , 

tt.A'.B',  st.A'B',  4?r.  A'B',  8w.A'B',  etc. 

B'a  jji'a  » 

Enfin  les  relations  aa'  =»—  — = etc.  conviennent  aux 

cordes  supplémentaires  parallèles  aux  tangentes  (106),  en 
observant  qu’ici  le  produit  aa'  est  négatif. 

16g.  Considérons  quelques  cas  particuliers.  Soit  i*.  ad— — 
cettë  substitution  faite  dans  ( 1 ) , et  qui  revient  à celle  do 
aa!  = 1 dans  (2) , donne 

y*  + x*  = A*  4-  B», 

• 

d’où  l’on  conclut  que  si  les  deux  côtés  d’un  angle  droit  ma» 
bile,  sont  continuellement  tangens  à une  même , ellipse , son 
sommet  décrira  un  cercle  concentrique  à cette  ellipse , et  ayant 
pour  rayon  la  corde  qui  joint  Tune  des  extrémités  du  grand 
axe  à Tune  des  extrémités  du  petit. 

Soit , 2°.  ad  — + 1 : l’équation  (4)  deviendra 

y'  — x1  = — ( Aa  — Ba  ). 

Ainsi  le  lieu  des  points  (T intersection  des  deux  tangentes  mo- 
biles , est  une  hyperbole  équilatère. 

B* 

Soit , 3°.  aa'  — — : l’équation  (î)  donnera 


c’est-à-dire  qu’on  aura  pour  le  lieu  géométrique  cherché , les 
diagonales  du  rectangle  des  axes. 


M 
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170.  Enfin,  pour  la  parabole,  on  serait  conduit  à ce  théorème': 

Si  deux  droites  mobiles  touchant  continuellement  une  pa- 
rabole , se  meuvent  de  manière  que  le  produit  des  tangentes 
trigonométriques  de  leur  inclinaison  à l'axe  principal  de  cette 
parabole , soit  constant  , le  lieu  des  intersections  de  ces  deux 
droites  , sera  une  droite  indéfinie  perpendiculaire  à cet  axe  , 
laquelle  deviendra  la  directrice  de  la  parabole  , si  les  deux  tan- 
gentes sont  constamment  perpendiculaires  l'une  à F autre. 

171.  On  peut  encore  appliquer  la  doctrine  des  projections 
» à la  rêcherdhe  des  principales  propriétés  de  l’ellipse  (*). 

Concevons  un  cercle  dans  un  plan  quelconque  non  hori- 
zontal , et  par  le  diamètre  horizontal  de  ce  ceVcle  , faisons 
passer  un  plan  horizontal  sur  lequel  le  cercle  se  projette  par 
des  perpendiculaires  : tout  diamètre  de  la  projection . est  la 
projection  d un  diamètre  du  cercle.  Il  s’agit  d’abord  de  trouver 
l’équation  de  la  courbe  de  projection  du  cercl^. 

Désignons  par  a le  rayon  du  cercle,  par  fl  l’angle  entre 
' son  plan  et  celui  de  la  projection  horizontale  : si  par  le 
centre  du  cercle,  on  ^nène  un  rayon  perpendiculaire  au  dia- 
mètre horizontal , sa  projection  horizontale  • sera  évidemment 
a cos  fl , que  nous  désignerons  par  b.  Prenons  l’origine  des 
coordonnées  au  centre  du  cercle  , le  diamètre  horizontal  pour 
axe  des  x , et  la  projection  horizontale  a fcos  ô pour  axe 
des  y ; ces  deux  axes  seront  à angles  droits  dans  la  courbe 
de  projection  : or,  a;  et  y»  étant  les  coordonnées  d’un  point  ’ 
quelconque  de  la  courbe  de  projection,  celles  du  point  cor- 


respondant de  la  courbe  projetée , seront  x et  —2—  , en  ob- 


sefvant  que  les  deux  points  correspondans  des  deux  courbes 
ont  même  abscisse  , et  que  l’une  des  ordonnées  est  la  pro- 
jection de  l’autnç.  Or  par  la  propriété  du  cercle , on  a 


cos“ô 


d’où  x’cos=fl  y*  = a1  cos“  ô . 


(*)  Voyez  les  notions  données  dans  le  seizième  chapitre. 


t 


I 
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et  en 'multipliant  par  a’, 

a3x*cos*fl  + a*  y*  = a4  cosa8  : 
remplaçant  c’cos’fl  par  b2,  on  trouve  enfin, 
ci* y*  -f-  b*x*  = aab2. 

La  projection  horizontale  d'un  cercle  est  donc  une  ellipse. 

172.  Si  dans  l’ellipse  on  mène  sous  une  inclinaison  quel- 
conque , tant  de  cordes  parallèles  qu’on  voudra , les  cordes 
du  cercle  dont  elles  sont  les  projections , seront  aussi  parallèles  ; 
ces  -dernières  auront  donc  leurs  milieux  sur  un  même  diamètre 
perpendiculaire  à leur  direction  commune,  et  les  tangentes 
aux  extrémités  de  ce  diamètre  , seront  parallèles  à ces  cordes  : 
les  projections  tant  ' de  ce  diamètre  que  des  tangentes , seront 
un  diamètre  et  des  tangentes  à l’ellipse  : ce  diamètre  de 
l’ellipse  passera  done  par  les  milieux  des  cordes  parallèles , ' 

et  les  tangentes  à ses  extrémités  seront  parallèles  à ces  cordes. 

]En  effet,  CR  (fig.  144)  étant  l’intersection  du  plan  du  cercle  et  du 
plan  de  l’ellipse  , mn  une  corde  dans  le  cercle,  M son  milieu, 
rnn  la  projection ‘de  mn,  M'  la  projection  de  M,  les  corde» 

■ mn,  m'n!  se  rencontrent  en  R , et  il  est  clair  que  M'  est  le 
milieu  de  m'n' ^ comme  M est  le  milieu  de  mn.  De  cette  pro- 
priété résulte  le  moyen  de  déterminer  le  centre  d’une  ellipse 
(86).  Réciproquement  tout  diamètre  de  l’ellipse  coupe  en  deux 
parties  égales  un  système  de  cordes  parallèles. 

Parmi  toutes  les  cordes  parallèles  qu’un  même  diamètre  de 
l’ellipse  partage  également,  il  en  est  une  qui,  passant  par  le 
centre , est  elle-même  un  diannètre  : les  diamètres  du  cercle 
dont  ceux-là  sont  les.  projections  , étant  perpendiculaires  entre 
eux,  les  tangentes  aux  extrémités,  de  chacun  d’eux,  sont  pa- 
rallèles à l’autre  ; il  en  est  de  même  des  projections  de  ces 
tangentes  à l’égard  des  projections  des  diamètres.  Ainsi , dans 
F ellipse,  un  diamètre  étant  mené  arbitrairement,  on  en  peut 
toujours  mener  un  second,  de  manière  que  les  tangentes  aux 
extrémités  de  chacun  d’eux  , soient  parallèles  à F autre.  Deux 
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diamètres  ainsi  disposés  et  dont  chacun  partage  en  deint 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à l’autre , sont  nommés 
diamètres  conjugués. 

Pour  que  deux  diamètres  conjugués  de  l’ellipse  soient  égaux 
entr’eux',  il  faut  que  les  diamètres  rectangulaires  du  cercle,, 
dont  ils  sont  les  projections  , soient  également  inclinés  sur  le 
plan  de  l’ellipse  ; ils  doivent  donc  être  également  inclinés  à la 
commune  set^on  des  plans  des  deux  courbes.  De  là  on  conclut 
que  les  deux  diamètres  conjugués  égaux  de  l’ellipse  , doivent 
être  dirigés  suivant  les  diagonales  du  carré  circonscrit  dont 
deux  côtés  opposés  sont  parallèles  , et  les  deux  autres  perpen- 
diculaires an  grand  axe  de  l’ellipse.  Donc,  dans  F ellipse  , les- 
diamètres  conjugués  égaux , sont  dirigés  suivant  les  diago- 
nales du  rectangle  circonscrit  dont  les  côtés  sont  parallèles 
aux  deux  axes  (67). 

173.  Nous  démontrerons  dans  l’un  des  chapitres  suivans  , 
que  l’aire  de  la  projection  de  tout*  figure  plane  sur  un  plan 
incliné  au.  sien  ,■  est  le  produit  de  l’aire  de  la  figure  qu’on  pro- 
jette , par  le  cosinus  de  l'inclinaison  des  deux  plans. 

Soit  circonscrit  à l’ellipse  un  parallélogramme  dont  les  côtés 
soient  parallèles  à deux  diamètre»  conjugués  : ce . parallélo-  • 
gramme  sera,  comme  on  l’a  démontré,  la  projection  d’un 
carré  circonscrit  au  cercle  : l’aire  de  ce  carré  étant  4 a* , celle 
du  parallélogramme  sera 

4aa  cos  9 — 4ab  = aa  X 2J  , 
à cause  de  a cos  ô = b : ce  qui  ramène  à la  propriété  démon- 
trée (66). 

L’aire  du  cercle  est  ira 1 : ainsi  en  désignant  par  E l’aire 
de  l’ellipse,  on  aura 

E ~ to*  cos  0 = rr ab  — ir  ( y’cîby. 

U aire  de  Felhpse  est  donc  égale  à celle  d'un  cercle  dont  1e  dia- 
mètre serait  moyen  proportionnel  entre  les  deux  axes. 

174.  Soit  une  suite  de  cercles  situés  dans  des  plans  diffé-»- 
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rens  , "et  se  coupant  tous  suivant  un  diamètre  commun  : si  on 
les  projette  sur  un  même  plan  quelconque  passant  par  ce 
diamètre  , leurs  projections  seront  une  suite  d’ellipses  ayant 
le  même  grand  axe.  Soit  pris  cet  axe  pour  axe  des  abscisses  : 
si , pour  une  abscisse  quelconque  , on  mène  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  tous  les  cercles  , les  projections  de  ces  ordon- 
nées se  confondront  en  une  seule  droite  qui  sera  une  ordonnée 
commune  à toutes  les  ellipses  ; que  par  les  extrémités  des 
ordonnées  aux  différens  cercles  , lesquelles  répondent  à une 
même  abscisse , on  mène  des  tangentes  à ces  cercles , ces  tan- 
gentes iront  toutes  se  terminer  au  même  point  du  prolonge- 
ment de  leur  diamètre  commun  (*),  ou  du  grand  axe  des  ellipses  ; 
et  les  projections  de  ces  tangentes  , qui  seront  des  tangentes 
aux  ellipses , concourront  aussi  on  ce  point  : propriété  démon- 
trée (io5). 

On  pourrait  encore  déduire  de  ces  considérations , grand 
nombre  d’autres  propriétés  démontrées  par  une  voie  bien  diffé- 
rente dans  le  chapitre  des  propriétés  de  l’ellipse , et  particu- 
lièrement celle-ci  : que  l’équation  de  l’ellipse,  rapportée 
à un  système  de  diamètres  conjugués , est  de  même  forme  que 
l’équation  aux  axes. 

175.  On  voit  donc  combien  la  doctrine  des  projections  est 
propre  à simplifier  la  démonstration  d’un  grand  nombre  de  pro- 
positions de  l’ellipse , ce  qu’on  pourrait  dire  encore  de  plusieur» 
propositions  de  géométrie.  \ 


(*)  Si  on  a plusieurs  cercles  concentriqnes , sur  chacun  desquels  on 
prenne  un  point  répondant  la  même  abscisse,  et  si  b chacun  de  ces  points 
on  mène  une  tangente  et  une  normale,  comme  les  normales  vont  toutes 
aboutir  an  centre , les  tangentes  iront  nécessairement  passer  par  un  même 
point  du  prolongement  du  diamètre. 
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CHAPITRE  XV. 

Des  courbes  qui  résultent  de  la  section  d’un  cône 
par  un  plan. 

17S.  Les  anciens  ont  donné  aux  trois  courbes  que  nous 
Venons  déconsidérer , le  nom  de  sections  coniques , parce  qu’on 
obtient  ces  courbes  en  coupant  un  cône  par  un  plan , sous 
différentes  positions. 

177.  Une  surface  conique  est  une  surface  engendrée  par  une 
droite  assujétie  à passer  constamment  par  un  point  fixe , et  à glis- 
ser le  long  d’une  courbe  nommée  directrice  : la  droite  se  nomme 
génératrice  de  la  surface.  Le  cône  est  dit  circulaire  quand 
la  directrice  est  un  cercle.  Le  prolongement  de  la  génératrice 
au-delà  du  point  fixe , par  rapport  à la  directrice , engendre 
un  autre  cône  opposé  par  le  sommet  à celui  que  nous  venons 
de  considérer.  Le  point  fixe  qu’on  nomme  sommet , est  dit 
aussi  centre  de  la  syrface , et  les  surfaces  coniques  opposées  f 
se  nomment  nappes. 

Parmi  toutes  les  surfaces  coniques  engendrées  comme  nous 
venons  de  le  dire,  celle  qui  a pour  base  un  cercle,- et  dont  . 
l'axe  , c’est-à-dire , la  droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de 
la  base , est  perpendiculaire  au  plan  de  cette  base  , est  dit  * 
cône  droit.  C’est  le  seul  que  l’on  considère  dans  la  géométrie. 

Le  cône  que  nous  allons  supposer,  est  un  cône  oblique  à base 
circulaire. 

■178.  Soient  (fig.  i45)  le  cône  SANBN'  et  ANBN'  la  circon- 
férence de  sa  base  ; imaginons  par  l’axe  SC  du  cône  un  plan 
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SAB  qu’on  nomme  plan  par  l’axe , et  que  nous  supposerons 
perpendiculaire  au  plan  de  la  base  qu’il  coupe  suivant  BA , et 
perpendiculairement  à ce  plan  , un  autre  plan  qui  coupera  la 
surface  conique  suivant  la  courbe  EMDM'  : le  plan  coupant  et 
le  plan  de  la  base  étant  perpendiculaires  au  plan  par  l’axe  , 
l’intersection  GRH  des  deux  premiers  plans  , est  perpendicu- 
laire au  troisième  SAB  (Géom.) 

Si  dans  le  plan  par  l’axe  SBA , et  par  le  point  D dans  lequel 
le  plan  sécant  du  cône  rencontre  l’arête  SB  , on  mène  une 
parallèle  DI  à l’arête  SA,  le  point  K peut  se  trouver  à gauche 
du  point  I , se  confondre  avec  lui , ou  rester  à sa  droite.  Dans 
le  premier  cas , il  est  visible  que  le  plan  coupant  doit  rencon- 
trer l’arête  SA  en  un  point  E,  par  exemple  ; on  voit  de  plus  que 
ce  plan  coupant  laissera  au-dessus  de  lui  , le  cône  opposé  au 
sommet  à celui  que  nous  considérons  : ainsi  la  courbe  sera  fer- 
mée : c’est  celle  que  nous  allons  d’abord  considérer. 

i°.  Si  par  un  point  quelconque  M de  la  courbe  EMDM',  on 
mène  un  plan  parallèle  à la  base  du  cône , la  section  sera  un 
cercle  MaM'ô  qui  coupera  la  courbe  en  M et  M',  et  le  plan 
par  l’axe  suivant  ab,  diamètre  du  cercle  dont  le  centre  est  la 
rencontre  de  ab  et  SC  : l’intersection  ED  du  plan  de  la  courbe 
par  le  plan  SAB  et  le  diamètre  ab , se  couperont  en  un  point  P 
qui  sera,  en  ipême  temps,  sur  les  plans  de  la  courbe  et  du  cercle, 
et  conséquemment  sur  leur  intersection  MM'  : or  la  droite  MPM' 
parallèle  à GRH  , sera  perpendiculaire  à SAB  , et  conséquem- 
ment aux  droites  ab  et  DE  ; et  comme  MP=  M'P,  quelle  que 
soit  la  position  du  plan  de  la  section  circulaire  entre  les  points 
D etE,  il  s’ensuit  que  DE  sera  l’axe  de  la  courbe  EMDM'.. 

Par  la  propriété  du  cercle , on  a 

MP  = oP  X P4 

d’où  nous  allons  déduire  l’équation  de  la  courbe.  Si  l’on 
prend  pour  origine  des  coordonnées  de  la  courbe,  le  milieu 
O du  diamètre  ED , cette  droite  pour  axe  des  abscisses  x , et 
une  parallèle  par  O à MM',  pour  axe  des  ordonnées  y,  et  si 
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l’on  désigne  DE  par  aA,  on  aura 

EP  = A + .r,  DP  = A — x. 

Or  les  triangles  semblables  àPE , AEK  donnent 

aP  : ep  ::  ak  : ek  , 

d’où 

«P  = ^(*  + A): 

les  triangles  semblables  DPô  , DKB  fournissent  la  proportion 

bP  : dp  ::  bk  : dk. 


d'où 


et  conséquemment, 

CPX5P=^=^-®|(A*-^) (t). 

t 

Or  les  lignes  AK,  BK,  EK,  DK  sont  connues  et  calculables, 

puisqu’elles  dépendent  des  dimensions  du  cône  qui  «st  donné  , 

et  de  la  position  du  plan  coupant.  Inéquation  ( 1 ) est  celle 

j,  ...  , , AK  X BK, 

dune  ellipse  rapportée  a ses  axes,  ■„-£= — --rrrr  représentant 

JcJtv  X JL/lv 

le  rapport  entre  les  carrés  des  demi-axes  , comme  on  peut  s’en 
assurer , en  faisant  dans  ( i ) , x = o , et  désignant  l’ordonné» 
Correspondante  par  B*  ; d’où  il  suit , en  elfet,  que 


Si  l’on  fait 


AK  X BK  _ Ba 
EK  X DK  — A»’ 

AK  X BK 


• EKXDK  " 
l’équation  ( 1 ) deviendra 

y*  = Aa  - x3. 


•00; 
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or  de  l’hypothèse  précédente , résulte  la  proportion 

ra  : kje  ::  kd  : rb, 
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d’où  l’on  conclut  que  les  deux  triangles  EKA , DRB  ont  un 
angle  égal  en  R compris  entre  des  côtés  proportionnels , et 
qu’ainsi  ils  sont  semblables  : donc  l’angle  AER  est  égal  à 
l’angle  B ; donc  aussi  l’angle  SED  est  égal  à l’angle  B : les 
droites  AB  , ED  sont  alors  dites  anti-pçraUcles  ; et , sous  cette 
position  , la  section  est  encore  un  cercle,  oemme  l’annonce' 
la  forme  de  l’équation  (3). 

2°.  Si  le  point  R se  confond  avec  le  point  I ( fig.  146  ) , 
le  plan  coupant , toujours  perpendiculaire  au  plan  SAB  par 
l’axe , est  parallèle  à l’arête  AS  A'  •,  il  ne  traverse  pas  le  cône 
SAB , et  il  nd&rencontre  pas  son  opp'osé  ; ainsi  la  section  est 
une  courbe  limitée  dans  un  sens  , et  indéfinie  dans  l’autre. 

Si  l’on  fait  la  même  construction  que  dans  le  cas  précé- 
dent, on  aura  de  même 

= aP  X Pô  = AR  X P b ; 

w 

prenant  l’origine  des  coordonnées  en  D,  et  faisant  DP  ==  x , 
MP  = y , les  triangles  semplables  DPB  , DRB  donneront 

bv  : dp  ::  br  : dr. 


d’où 


et 


iP  = “ XDp, 
AR.  BR 


DK 


■P)» 


équation  connue  d’une  parabole  rapportée  à son  axe  principal. 

3°.  Le  point  R étant  à droite  du  point  I (fig.  147 ) , le 
plan  coupant  rencontre  le  cône  opposé  au  sommet  ; et  comme 
il  ne  peut  rencontrer  les  arêtes  SA  et  SB',  la  section  est 
une  courbe  composée  de  deux  branches  indéfinies.  En  fai- 
sant toujours  la  même  construction , prenant  l’origine  des 
coordonnées  au  point  O , milieu  de  DE,  faisant  DE=aA , 
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OP  = x , MP  — y , on  a toujours  . 

y?  = oP  x 4P  ; 

mais  les  triangles  semblables  aEP  , AEIs.  donnent 

cP  : ep  ::  ak  : ek  ; 

et  les  triangles  aussi  semblables  iDP , BDK  donnent 

Zip  : dp  ::  bk  : dk  -, 

et  comme  EP  = A -f-  J? , DP  = x — A,  on  déduira  des  deux 
proportions  précédentes  , 


ûP  = + a)< 

et  conséquemment, 

AK  X BK 


"RK 

bp  = m^~A^ 


y'  = 


EK  xDK 


(x*  — A*). 


•C4). 


mais  pour  x — o,  l’ordonnée  y est  imaginaire  , e^  conséquem- 
ment de  la  forme  B ÿ — 1 ; donc 


Ï5a  = 


AKXBK 


X — A1; 


EK  xDK 
ensorte  que  l'équation  précédente  devient 
B2 

y = Ji  (x*  — Aa), 

qu’on  sait  être  à l’hyperbole  rapportée  à ses  axes,  f . 

Nous  donnerons  à la  En  de  ce  Traité,  dans  le  chapitre 
des  Surfaces  , une  solution  analytique  de  la  même  question. 

Ces  quinze  chapitres  forment  la  première  partie  de  l’ou- 
prage  dont  la  seconde  se  rapporte  à l'espace. 
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CHAPITRE  XVL 

% 

Élémeiis  de  position  d’un  point  dans  l’espace  ; nota- 
tation  algébrique  de  ces  élémens.  Equations  de  la 
ligne  droite  dans  l’espace.  Problèmes. 

179.  Soient  (Gg.  148)  trois  droites  fixes  ou  axes  AX , 
AY,  AZ  , dont  chacun  soit  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
autres  en  A : chacun  des  plans  ZAY , ZAX , XAY  sera 
pareillement  perpendiculaire  aux  deux  autres  : ils  formeront 
donc  les  trois  faces  d’un  parallélépipède  rectangle , et  l’angle 
solide  trièdre  A.  Nous  supposerons  les  plans  ZAX  , ZAY  ver- 
ticaux, et  le  plan  XAY  horizontal. 

Qu’on  se  représente  un  point  M dans  l’espace  entre  ces 
plans , c’est-à-dire , en  deçà  du  plan  XAZ  , à droite  du  plan 
ZAY , et  au-dessus  du  plan  XAY , et  qu’on  imagine  de  M des 
perpendiculaires  MM',  MAI",  MM"  sur  ces  trois  plans  : ces 
perpendiculaires  mesureront  les  plus  courtes  distances  du 
point  de  l’espace  à chacun  de  ces  plans.  Les  plans  menés  par 
les  perpendiculaires  MM'  et  MAI",  MM'  et  MAI*,  MM"  et  * 
MM*  fermeront  le  parallélépipède , et  le  point  de  l’espace 
sera  le  sommet  d’un  angle  solide  trièdre  opposé  à l’angle 
solide  trièdre  A. 

La  distance  MM'  est  en  longueur  vraie  mW  ou  Am"  ; la 
distance  MM"  est  égale  à M*m"  ou  à A m ; enfin  la  distance 
MM*  est  égale  à A m : ainsi  les  trois  distances  du  point  M 
aux  trois  plans  coordonnés  , se  retrouvent  en  A m , Am',  Am" 
sur  les  trois  axes  , à partir  de  l’origine  A : ces  mêmes  distances 
sont  encore  Am,  mM*  et  M'"M  ; ensorte  qu’en  partant  du  point 
A,  on  arrivera  au  point  M de  l’espace,  en  préfiànt,  i°.  sur 

»9 


« 
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AX , une  longueur  A m , égale  à la  distance  du  point  M au  plan 
Z AY  ; 2°.  sur  la  parallèle  à AY  menée  par  m , une  longueur 
mM*  égale  à la  distance  du  même  point  M au  plan  ZAX  > 
3U.  sur  une  verticale  menée  par  M'",  laquelle  est  parallèle  à AZ , 
une  longueur  M"M  égale  à la  distance  de  M au  plan  horizontal. 

Les  points  M',  M",  M”  pieds  des  plus  courtes  distances  du 
point  M aux  trois  plans  , se  nomment  projections  verticales 
et  horizontale  ; verticales  , lorsqu’il  s’agit  de  M'  et  M'  ; hori- 
zontale , lorsqu’il  s’agit  de  M". 

Deux  de  ces  projections  suffisent  pour  retrouver  le  point  : 
en  effet , les  perpendiculaires  élevées  par  chacune  d’elles  , au 
plan  qui  la  contient,  se  coupent  dans  le  point  de  l’espace. 

La  troisième  projection  résulte  évidemment  des  données  des 
deux  autres  : ainsi  on  conclut  la  projection  M",  par  exemple , 
des  projections  données  'M'  et  M". 

La  position  d’un  point  de  l’espace , est  donc  complètement 
définie  par  ses  distances  aux  trois  plans  rectangulaires  de  pro- 
jection , ou  par  deux  de  ses  trois  projections  sur  ces  plans , 
lesquelles  impliquent  ces  trois  distances  : nous  noterons  d’une 
manière  abrégée  ces  trois  élémens  de  position  du  point  M , 
savoir,  Am  , mM*  ou  Am",  M*M  ou  Am'  par  les  lettres  x, 
y et  J,  qui  rappellent  les  axes  sur  lesquels  , ou  parallè- 
lement auxquels  elles  sont  comptées  ",  nous  désignerons  encore 
abréviativement , le  plan  XAY  par  (*y)  , le  plan  ZAX  par  (xz), 
et  le  plan  Z AY  par  (zy). 

180.  Supposons  maintenant  que  a , b,  c soient  les  dis- 
tances effectives  du  point  M aux  trois  plans  de  projection  ; 
nous  rappellerons  par  ces  formules , , 

x — a , y “ b , z = c , 

que  la  distance  a doit  être  portée  de  A en  m sur  1 axe  AX , 
que  la  distance  b doit  être  portée  de  A en  m"  sur  1 axe  AY, 
ou  parallèlement  à cet  axe  de  m en  M";  que  la  distance  c 
doit  être  portée  de  A en  m'  sur  1 axe  AZ , ou  de  M en  INI 
sur  la  parallèle  à cet  axe. 


t 
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Le  système  des  formules 

x — a , ■ s = c, 

note  la  position  de  la  projection  M'  ; celui  des  formule* 
y — b , z — c, 

note  la  position  de  M",  et  ces  deux  systèmes  suffisent  : aussi 
comprennent-ils  les  trois  distances. 

Pour  un  point  situé  dans  le  plan  horizontal,  on  a 

2 = 0,  x = a , y — b \ 

pour  un  point  situé  dans  le  plan  ZAX , on  a 
y — o , x — a , z — b\ 

pour  un  point  dans  le  plan  ZAY,  on  a 

x = o , y = b , z — c. 

Un  point  de  l’axe  AX  est  noté  par 

z = o , _y  = o , x — a\ 

un  point  de  l’axe  AY  est  noté  par 

Z = O , X = o , 

un  point  de  l’axe  AZ,  l’est  par 

x = o , y = o , 
enfin , l’origine  A est  rappelée  par 
x = o , y — o , 

181.  Considérons  (fig.  148)  les  trois  plans  MM'mM* , 
MM'm'M’  respectivement  parallèles  aux  plans 
coordonnés  (zy),  (zx) , (_yx)  : tout  point  du  premier  plan,  et 
Conséquemment  ce  plan  lui-même  est  noté  par 

x = a, 

puisque  a est  la  distance  commune  de  chacun  de  tes  points 
au  plan  (yz)  : le  second  plan  est  noté  par 
y — b, 

*9*. 


y — b> 


z = c: 


z = o. 
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le  troisième  l’est  par 

z = c. 

Ces  trois  plans  étant  donnés  , on  a le  point  M qui  est  con- 
séquemment défini  par  le  système  des  trois  formules 

x ~ a , y — b , z — c , 
ainsi  que  nous  l’avons  vu  plus  haut. 

182.  On  observera  qu’il  se  forme  autour  du  point  A,  huit 
angles  trièdres  , et  que  le  point  que  l’on  considère  peut  être 
dans  chacun  de  ces  huit  angles  : ces  positions  sont  indiquées 
par  les  signes  des  coordonnées  a , b et  c : si  l’on  désigne  par 
AX',  AY',  AZ'  les  prolongemens  des  axes  AX , AY , AZ  ; 
et  qu’on  indique  par  MZYX,  la  position  du  point  M dans 
l’angle  ZYX,  et  ainsi  des  autres,  on  aura 


' MZYX  ; 

H 

II 

R 

II 

MZY'X 

i -v  = a,*  y — — b, 

MZY'X'  | 

H 

11 

1 

R 

II 

1 

\ 

pour  < 

MZYX'  ( 

B 

II 

1 

R 

II 

O 

MZ'YX 

x = a,  y = b, 

MZ'Y'X 

1 

II 

e 

11 

B 

MZ'Y'X' 

x = — a,  y = — b, 

• * 

, MZ'YX'  , 

x — — a,  y — b, 

e 

c 

c 

c 

c 

c 

c 

c 


t83.  Considérons  maintenant  une  ligne  droite  AB  (fig.  149) 
située  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace  , et  un  plan  RL 
qui  soit  celui  de  la  planche  : si  de  tous  les  points  M , n, 

o,  etc N de  la  droite,  on  conçoit  des  perpendiculaires 

sur  le  plan  KL  , la  série  M',  n,  o . . . .K'  de  leurs  piés,  sera 
une  ligne  droite  ab  qu’on  nomme  projection  de  la  droite 
MN.  Si  le  plan  KL  est  horizontal  , la  droite  M'N'  sera  dite 
projection  horizontale  de  MN.  Mais  on  observera  qu’il  suffit 
cfe  projeter  sur  KL  les  extrémités  M et  N de  MN,  puisqu’en 


/ 
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joignant  ces  projections  M'  et  N',  on  a encore  la  projection  de  la 
droite  de  l’espace. 

Le  plan  MNN'M'  s’appelle  plan  projetant , et  RL  se  nomme 
plan  de  projection.  Le  plan  projetant  d’une  droite  est  donc 
celui  qui , passant  par  cette  droite , •est  perpendiculaire  au 
plan  de  projection;  ensorte  que  l’intersection  de  ces  deuxplans, 
est  la  projection  de  la  droite. 

M'N'  est  la  projection  commune  sur  le  plan  KL  de  toute 
droite  située  d’une  manière  quelconque  dans  le  plan  projetant 
MNN'M',  et  comprise  entre  les  perpendiculaires  extrêmes 
MM' , NN'.  On  ne  peut  donc  conclure  une  ligne  de  l’espace 
de  la  seule  donnée  d’une  projection. 

! 

184.  Supposons  toujours  (Eg.  i5»)  le  plan  horizontal  KL,’ 
puis  un  plan  PQ  qui  lui  soit  perpendiculaire  : soit  une  ligne 
MN  dans  l’espace , au-dessus  de  KL  et  à droite  de  PQ  ; MM", 
NN"  étant  deux  verticales  ou  deux  perpendiculaires  sur  le  plan 
horizontal , M"N"  sera  la  projection  horizontale  de  MN  : de 
même  , les  lignes  MM',  NN'  étant  perpendiculaires  sur  le  plan 
PQ  , M'N'  sera  la  projection  verticale  de  la  même  droite  MN. 
Maintenant  si  par  M"N"  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à 
KL , et  par  M'N'  un  plan  perpendiculaire  à PQ , l’intersection 
de  ces  deux  plans  projetons , sera  la  droite  MN  de  l’espace. 
I.es  données  des  deux  projections  d’une  droite  sur  deux  plans 
perpendiculaires  l’un  à l’autre,  suffisent  donc  pour  définir  la' 
droite , c’est-à-dire , pour  la  faire  retrouver  de  position  et  de 
longueur  dans  l’espace. 

Dans  la  pratique , la  projection  M'N'  ne  se  trace  pas  sur  un  plan 
qui  soit  réellement  vertical  ; on  conçoit  que  ce  plan  ait  tourné  au- 
tour de  sa  base  PP',  jusqu'à  venir  s’appliquer  sur  PP'KL'  ; alors 
les  points  M'  et  N'  se  rabattent  sur  le  plan  PP'KL'  en  décrivant 
des  circonférences  des  points  met»,  comme  centres,  avec 
les  rayons  mM',  nN'  perpendiculaires  en  m et  n à l’axe  PP ' 
de  rotation  : ces  points  viennent  donc  se  placer  en  M",  N*  sur 
les  prolongemens  de  N "n , M "m  perpendiculaires  à PP'. 
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On  peut  supposer  un  troisième  plan  mené  par  P'K'  et  P'Q , 
et  sur  lequel  on  ait  aussi  projeté  la  ligne  MN. 

1 85.  Ainsi  AX,  AY,  AZ  (Gg.  i5i)  étant  trois  axes  dont 
chacun  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres  , et  qui 
déterminent  deux  plans  verticaux  et  un  plan  horizontal , on  a 
en  M'N',  M"N"  les  deux  projections  verticales  de  la  droite  , 
et  en  N"M"  sa  projection  horizontale. 

L’une  quelconque  de  ces  trois  projections  est  la  conséquence 
des  deux  autres  : ainsi , par  exemple , étant  données  les  deux 
projections  verticales  N'M',  N"M",  et  le  plan  Z A Y'  étant 
dans  le  prolongement  du  plan  ZAX  qui'est  perpendiculaire 
au  plan  horizontal  XAY , on  supposera  le  plan  ZAY'  , 
ainsi  que  le  plan  horizontal , en  position  vraie  : alors  les  axes 
AY',  AY  coïncideront  en  un  seul  perpendiculaire  en  A aux 
axes  AX , AZ  ; les  piés  n",  m"  des  perpendiculaires  abaissées 
de  N"  et  M"  sur  l’axe  AY',  viendront  en  n",  m"  sur  l’axe  AX  , 
aux  mêmes  distances  de  A : si  par  ces  deux  derniers  points  on 
mène  des  parallèles  n" N*,  m"M*  à l’axe  AX , et  par  ri",  m. " des 
parallèles  ri’ N*",  rri’W  à l’axe  AY,  on  aura  en  N"M*  la  pro- 
jection horizontale  de  la  droite. 

La  droite  de  l’espace , que  nous  appellerons  MN , les  deux 
perpendiculaires  abaissées  de  ses  extrémités  M et  N sur  le  plan 
horizontal  , en  M*  et  N",  lesquelles  sont  respectivement  égales 
à M'm",  Knm,  et  la  projection  horizontale  M*N",  forment  un 
trapèze  dont  le  plan  est  vertical  , et  qu’on  peut  rabattre  sur 
le  plan  horizontal , en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  base 
M*N*  : ce  trapèze  ainsi  rabattu  , est  M*N*NM.  Si  par  M on 
mène  la  parallèle  M»  à M'A’*,  on  aura 

MN*=Ï^‘+  RL*=:  ( NN*  — »N*  y + M-N"' 

_ ( N' n" — M'm* )’  -f  M*N** 

= ( Ara  — Am  )a  4*  M"N"1. 

Que  par  N*  on  mène  NV  parallèle  à AX , on  aura 

MÏ«Î’=MV,+  NV''r=  {Am"  — An"  )34-  (An"—  Am*)*. 
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MN*=  (An  — Am)’  + ( Am"  — An"  y -f  ( An'—  Am" )*. 

'Soient  An’ =x",  Am‘  — x',  An"— y",  Am"— y',  An—z", 
Am  = z! et  on  trouvera 

mn  = \/(  z"—  z'y + (y— y y + («*—  x'  y. 


Ainsi  la  distance  MN  est  énoncée  au  moyen  des  distances  de 
ses  extrémités  aux  plans  rectangulaires. 

Lorsque  [le  point  M est  en  A , c’est-à-dire  à l’origine  , 
on  a.  x'  — o , y'  — o , z — O , et 

MN  = y"* 4- 

1 86.  Nous  avons  vu  que  de  deux  des  trois  projections  d’une 
droite  , on  pouvait  conclure  la  position  de  la  droite  dans 
l’espace  : ainsi  l’équation  d’une  droite  dans  l’espace , sera  le 
système  des  équations  de  deux  de  ses  projections.  Soient 
donc  (fig.  i5a)  RL,  R'L'  les  projections  d’une  droite  sur  les 
plans  ZAX , ZAY'  ou  ZAY , en  position  vraie , et  considé- 
rons un  point  quelconque  de  cette  droite,  projeté  en  M'  et 
M"  : on  observera  que  les  perpendiculaires  menées  de  M'  et 
M"  sur  l’axe  AZ , doivent  le  rencontrer  en  un  même  point  P , 
ensorte  que  le  second  plan  vertical  étant  rabattu  en  ZAY' 
sur  le  prolongement  de  ZAX , les  perpendiculaires  M'P  , M"P 
ne  forment  plus  qu’une  droite  perpendiculaire  en  P à l’axe  AZ. 
Imaginons  par  R et  R'  des  parallèles  à l’axe  AZ , et  dési- 
gnons par  a et  J les  tangentes  trigonométriques  des  angles 
M'Rp , M"R'p',  et  par  * et  G les  distances  AR , AR'.  La 
droite  de  l’espace  étant  donnée , on  connaît  ses  élémens  de 
position  a , Q , a et  b , lesquels  doivent  entrer  dans  son  équa- 
tion. Or  on  a 


d’où 

pM'  = a . Rp , p'M"  = b . R 'p'. 


pM'  _ 

R P _ 


r y 
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Mais 

pM'  = PM'  — Pp  — PM'  — AR  ; 
p'M"  = PM"  — Vp  = PM"  — AR'; 

donc 

PM'  — AR  = a.Rp,  PM"  — AR'  = b.R'p'. 

0 Or  AP  = z , PM'  = x , PM"  = y\  conséquemment  les  équa- 
tions des  projections  sont 

(1). . . . x — a. z + * , y — b. z -4-  £....( a)  , 

dont  le  système  exprime  la  droite  de  l’espace. 

Si  on  élimine  z entre  les  équations  (1)  et  (a) , on  obtien- 
dra cette  équation 

= (3), 

équation  de  la  projection  sur  le  plan  horizontal  : .par  cette 
élimination , on  note  la  droite  de  l’espace  , indépendamment 
du  z,  ou  plutôt  on  écrit  toutes  les  droites  de  l’espace  dont 
la  relation  entre  a?  et  y-  resterait  la  même;  or  ces  droites  ne 
peuvent  être  que  celles  qui  se  trouvent  dans  le  plan  suivant 
lequel  la  droite  se  projette  horizontalement , droites  qui  ont 
une  commune  projection  horizontale. 

Si  l’on  ramène  la  droite  de  l’espace  parallèlement  à elle- 
même  , jusqu’à  ce  qu’elle  vienne  passer  par  l’origine , les 
équations  (i)  , (2),  (3)  deviendront 

• 1 b 

x = az,  y = bz,  y — - x. 

Si  la  droite  est  parallèle  , par  exemple , au  plan  des  (xz)  , 
sa  projection  horizontale  sera  parallèle  à l’axe  AX , et  elle 
aura  conséquemment  pour  équation  y = G , G étant  la  dis- 
tance constante  de  tous  les  points  de  la  droite  au  plan  ( pcz ) ; 
et  sa  projection  sur  ce  plan , sera  toujours  représentée  par 

x r=  az  -J-  «. 

Si  la  droite  est  verticale , sa  projection  sur  le  plan  hori- 


» 
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zontal  sera  un  point  dont 

x = a , y = C 

seront  les  coordonnées , et  sa  projection  dans  le  plan  (xz)  , 
sera 

x ■=  ». 

Pour  trouver  les  coordonnées  des  points  dans  lesquels  une 
droite  de  l’espace  perce  les  trois  plans  de  projection , il  faut 
faire  successivement  z — o,  y =0 , x — o dans  les  équa- 
tions (x)  et  (2) , et  l’on  trouve  ainsi , i°. 


x = » , y = C , 

pour  le  point  où  la  droite  perce  le  plan  (ry)  ; a*. 


£ 

b ’ 


o.£ 

x r + 


pour  celui  où  elle  perce  le  plan  ( xz ) ; 3*. 


Ct 

a 


-ii+e- 


pour  celui  où  elle  perce  le  plan  ( zy ). 

187.  Nous  pouvons  maintenant  donner  une  autre  expres- 
sion de  la  longueur  d’une  portion  définie  d’une  droite  de 
l’espace.  M'N',  M"N",  M*N*  étant  les  trois  projections  de  la 
portion  de  droite  que  nous  considérons  (fig.  i5x),  si  on  les 
désigne  par  p , p',  p",  on  aura 

p1  = SfN,!,=  M> 

= ( N'/i"  — M'm*)1  + (An"— Am")1, 
et  conséquemment , 

p*  = (z"—z'y+  (x"—x'y-, 
on  trouveroit  de  même 

P,a  = (z"  _z' y + (/-/)’, 

p"a=  y y + (x"— x')*: 


\ 


) 


« 


■r 


* 


1 
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donc  en  ajoutant  et  divisant  par  2 , 

£±P'1+P"1  — (*"_  zy+  Qy"— /)»+  (x" — x')*  = âÎN  *, 

conclusion  qui  a encore  lieu  pour  x'=o,  y'=o,  z'  = o : 

' ^ on  obtient  alors  la  longueur  de  la  diagonale  d’un  parallé- 

lépipède rectangle , au  moyen  de  celles  des  diagonales  des 
trois  faces  contiguës  à l’angle  solide  trièdre  A. 

ti88.  Nous  allons  faire  entrer  dans  les  équations  de  la  droite 
de  l’espace , les  cosinus  des  angles  qu’elle  fait  avec  les 
trois  axes. 

Supposons  d’abord  que  la  droite  passe  par  l’origine  , auquel 
cas  ses  équations  deviennent 

x — az  , y — bz  , z — - x , 

et  désignons  par  et',  G',  y'  les  angles  de  cette  droite  avec  les 
axes  des  x , y et  z : si  l’on  prend  sur  cette  droite , à partir 
de  l’origine , une  longueur  l de  l’extrémité  de  laquelle  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  axes , on  aura  ces  pro- 
portions , 

d’où 

et  conséquemment, 

X COS  tt  y COS  G y -y  ura  o u 

z cos  y ’ z cos  y * x cos  a!  a* 

donc  les  équations 

x — az  a , y=  bz-\-G , y — C = -(x  — u), 

deviennent 

(x  — «)  cos  y'  = z cos  et,  (y  — G ) cos  y'  — z cos  G', 
(x — et)  COS  G'  = ( y — G)  COS  et' ....  . (4) 

c’est  sous  cette  forme  qu’on  écrit  souvent  en  mécanique , 
les  équations  d’une  droite  de  l’espace.» 


cos  et'  : 1 ’l  x ' l , 

cos  G'  ; i ::  y : i , 

cos  y : i ::  z : i , 


’ x — l cos  et', 
y — l cos  G', 
z t=  l cos  y', 
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18g.  Avant  de  résoudre  quelques  questions  sur  les  lignes 
droites  considérées  dans  l’espace , nous  observerons  que  lors- 
qu’une telle  droite  est  donnée , les  élémens  de  sa  position 
a , b , a.,  G sont  connus  , et  qu’au  contraire  , si  la  droite  est 
assujétie  à certaines  conditions , ces  quantités  sont  des  incon- 
nues à évaluer. 

Problème  Ier.  Trouver  la  condition  sous  laquelle  deux 
droites  données  dans  l espace  se  rencontrent. 

Soient 

x = az  -f-  » , y = bz  -J-  G , 
les  équations  de  l’une  des  droites , et 

x — a' z -f-  *,  y — b' z -f-  G', 

celles  de  l’autre.  On  observera  qu’il  ne  s’agit  pas  ici  de  trouver 
le  point  de  rencontre , mais  d’exprimer  qu’il  existe  un  tel  point , 
et  conséquemment  d’assigner  la  relation  correspondante  à cette 
condition  , entre  les  données  a , a , b , G -,  a',  a , b’,  G',  relation 
qui  sera  donnée  par  l’élimination  des  coordonnées  x , y , z 
entre  les  équations  ci-dessus.  On  trouve  ainsi  que  les  droites  ne 
peuvent  se  rencontrer  qu’autant  que  les  quantités  a , * , b , G ; 
a',  k , Z>*  G'  satisfont  à l’équation. 

(«' — *)  ( b' — £)  — (£'  — G ) (a' — a)=  o. 

Problème  II.  Par  un  point  donné  dans  V espace , mener  une 
miroite  parallèle  à une  droite  donnée. 

Lorsque  deux  droites  dans  l’espace  sont  parallèles  , leurs 
projections  sur  les  mêrneé  plans,  sont  des  droites  parallèles. 
Soient  . x 

• x = az  , y = bz  + f , 

les  équations  de  la  droite  donnée  , x',  y',  z’  les  coordon- 
nées du  point  donné  par  lequel  doit  passer  la  parallèle , et 

. x = a'z  -f-  y ~ b’z  -f-  G', 

les  équations  de  1 adroite  cherchée  : pour  exprimer,  en  gé» 
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aérai , le  parallélisme  des  deux  droites , il  faut  écrire 

a'  = a,  b'  = b: 

et  pour  que  la  seconde  droite  passe  par  le  point  donné  , il 
faut  que  ses  équations  soient  satisfaites  par  x — x' , y ~ y, 
z = z,  ensorte  que  la  droite  cherchée  sera  exprimée  par 

x — x'  — a (z  — z ) , y — y'  — b (z — z) , 
équations  d’où  résulte  celle-ci , 

y- y - 

qui  appartient  à la  troisième  projection. 

Problème  III.  Assujétir  une  droite  à passer  par  deux  points 
donnés  dans  l’espace. 

Soient  x',  y',  z! ’ ; x",  y",  z!'  les  coordonnées  de  ces  points 
M'  et  M",  et 

(i) x = az  -f-  a , y — bz  -}-  G (2) 

les  équations  de  la  droite  cherchée , dans  lesquelles  a , b , 

, a , £ sont  des  quantités  inconnues  , et  à évaluer  au  moyen  ■ 
des  coordonnées  données.  Pour  que  la  droite  passe  par  le 
point  x',  y,  z',  il  faut  que  ses  équations  aient  lieu  pour 
x = x , y—  y’,  z=zz',  ou  qu’on  ait 

(3) x = az  + *,  y’  = bz'  - f-  G (4);  # 

pour  que  la  droite  passe  par  le  point  x",  y",  z",  il  faut  que 
ses  équations  aient  aussi  lieu  pour  x = x",  y — y",  z—z", 
ou  qu’on  ait 

(5)..’.. . x"  = az"  + «,  / = bz!’  4-  C (g)  : * 

qu’on  retranche  (3)  de  (1),  et  (4)  de  (2), -on  aura 

(7) x — x'  = a (s  — a')  , y y —b  (a  — s'). . .(8); 

qu’on  retranche  (5)  de  (3)  , et  (6)  de  (4)  , e il  viendra 
(9)....x' — x’z=a(z  — s"),  y — l(z  — 2"). . . (io). 
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On  déduit  des  équations  (g)  et  (10) , 


ces  valeurs  reportées  dans  (7)  et  (8),  donnent  ces  équations 
de  la  droite  cherchée, 

x — x'  — ^ (s— a') (11), 

2»  '■  Z> 

= (*-*'>••••  C>2)- 

On  observera,  comme  au  n°.  a3  (prob.  I)  , que  retrancher  (3) 
de  (1),  et  (4)  de  (2),  revient,  dans  le  fait,  à déduire  de  (3) 
et  de  (4)  les  valeurs  de  « et  C pour  les  reporter  dans  (1)  et 
(2) , et  par  l’opération  suivante , on  évalue  les  deux  autres  in- 
connues a et  b. 

On  pourra  s’assurer  que  les  équations  (11)  et  (12)  rendent 
toutes  les  conséquences  des  hypothèses  qu’on  peut  faire  sur  la 
position  de  chacun  des  points. 

p Problème  IV.  Trouver,  i°.  F angle  entre  une  droite  de  F es- 
pace et  sa  projection  horizontale  ; a°.  les  équations  d'une 
droite  de  l’espace , au  moyen  des  perpendiculaires  abaissées 
de  F origine  sur  ses  projections , et  des  angles  entre  ces  per- 
pendiculaires et  chacun  des  axes. 

i°.  Supposons  que  la  droite  l de  l’espace  passe  par  les  points 
M',  M",  ayant  pour  coordonnées  x',  y,  z!  ; x ",  y",  z : par 
le  point  M',  soit  menée  à l’ordonnée  verticale  z\  une  per- 
pendiculaire MW  qui  sera  une  horizontale  ; l’angle 
sera  l’inclinaison  de  la  droite  sur  le  plan  horizontal  (xy)  : la 

tangente  de  cette  inclinaison  est  : or 

M m. 

M"m'  = z"  — z'  ; MW  — \/(f  — /)»  + (x"  — x')1  ; 
si  donc  on  désigne  par  (/ , P ) l'angle  entre  la  droite  de  l’espace 
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et  sa  projection  P sur  le  plan  horizontal , on  aura 

z"  — z' 


tang(/,P)  = 


v y—  ÿy+(.x"~  x'y 


a°.  La  droite  de  l’espace  passant  par  les  points  x' , y,  z'; 
x",  y",  z",  sa  projection  horizontale  passe  par  les  points 
x',  y'  \ x",  y"-,  et  on  a trouvé  (24)  pour  équation  de  cette 
projection  , 


x X 


£j=Jl 


(A/Z 


y x 


x"  — x'  x*  y"  — x"  y' 

J..U  : . / il  P 


(ZfZ 


h f4 


en  observant  que  fz'fz"  = Mm'  = \/ (y" — y y ) -f-  (x" — x'y. 
L’équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  ( yz)  , est 

^ 9 9 9 9 9 9 

./»*,  projection  de  M'M"  sur  le  même  plan,  étapt 

= 1 /(/-y  r+ y- 

enfin,  la  projection  de  la  même  droite  sur  le  plan  des 
(zx)  , est 


x"  — x'  x"z  — x'z" 


g 2' 

x X / a z X 

■x  jr  1T  ;r  , »» 

•x  tt"  étant  \/  ( x"  — x'  )“  -f-  ( z"  — z')*. 

Si  dans  la  première  de  ces  trois  équations,  on  fait  yzx.ot 
on  trouve 

Jrr_*y-*y 

y— y"  * 

et  pour  x = o , on  obtient 

v — x’y'—x'y\ 
y x" — x' 

Telles  sont  les  valeurs  des  coordonnées  des  points  d’intersec- 
tion de  la  projection  horizontale  de  la  droite , avec  les  axes 
des  x et  y. 
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Problème  Y.  Trouver  , i*.  l’angle  de  deux  droites  données 
de  position  dans  T espace  } 2°.  les  angles  d'une  droite  de  l’espace 
avec  les  trois  axes  rectangulaires. 

Deux  droites  de  l’espace  peuvent  ne  pas  se  couper,  sans 
être  parallèles;  ce  qui  arrive  lorsqu’elles  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan:  cependant  leurs  projections  sur  un  même  plan  se 
coupent;  mais  alors  la  droite  qui  joint  les  points  de  rencontre 
des  intersections  des  projections  sur  deux  des  trois  plans  , n’est 
plüs  perpendiculaire  à l’axe  qui  est  l’intersection  des  deux  plans 
de  projection,  circonstance  qui  a toujours  lieu  lorsque  les' deux 
droites  se  coupent  dans  l’espace. 

Lorsque  les  deux  droites  ne  se  coupent  pas  , on  prend  pour 
leur  angle  celui  que  ferait  l’une  d’elles  avec  une  parallèle  à 
l’autre , menée  par  un  point  quelconque  de  la  première  : et  il 
est  clair  qu’on  peut , à ces  droites  , substituer  deux  parallèles 
AL,  Al  menées  par  l’origine  A des  coordonnées,  parallèles 
qu’il  faut  voir  dans  l’espace. 

Si  à partir  de  l’origine  A,  et  sur  chacune  des  droites  AL, 
Al , on  prend  des  longueurs  AM  — AN  = 1 , et  qu’on  mène 
la  transversale  MN  , on  aura  , d’après  un  théorème  do  tri- 
gonométrie , 


cos  MAN  = 


AM  + AN1—  MN1 
aÀM.AN 


et  cette  droite  MN  doit  être  exprimée  au  moyen  des  données 
a,  b -,  a',' b'  qui  fixent  la  position  de  chacune  des  droites. 
Mais  x',  y , z ; x",  y ",  a"  étant  les  coordonnées  des  points  M 
«t  M,  on  sait  (i85)  que 

MN*=  (r  "—*-')*+(/—/’)  + (z'—z'y 
. — o£+ya*-W*+x'*+ÿ*+t'*—. 

= AM  -j-AN  — 2 (x' x"-\-ÿ y"-\-z  z,n) 

= 2 — 2 (xV'+yy'-j-zV); 

donc 

cos  MAN  = ÿ y"- f-  zz". 

Dr  le*  équations  des  droites  AL,  Al  qui  passent  par  l’ori- 
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gine  , sont  (188) 

x = az,  y = bz\  x = a'z  , y = b’ z; 

et  comme  ces  droites  passent  aussi  par  les  points  M et  N , 
on  a en  même  temps 

x'  = az' , y = bz',  x"  = a'z",  y"  = b'z"  ; 
ainsi , 

cos  MAN  = (aa!  + bb'  -f-  0 a'z-"  ; 
mais  à cause  de  * 

AM  = 1 = x ’2  -f-  y’1  + z'2 , 

aT=  1 = x"2  4-  y*  + z"2, 

on  obtiendra  * 

z'  — 1 _ z"  — 1 

l/aï  + A1'f  1 * a'2  -j-  b'2  + 1 * 


et  enfin , en  désignant  par  L et  / les  droites  AL , Al, 


cos  (L,  t) 


aa'  — f~  bb'  — j~  1 

yV-f-  b2  + 7 i/â7* 4-  A'a  4-  1 


(0- 


Le  cosinus  de  l’angle  de  deux  droites  est  donc  ainsi  évalué 
au  moyen  des  données  de  la  question. 

Le  problème  XII  (chapitre  II)  n’est  qu’un  cas  particulier 
du  précédent. 

Corollaire  I.  Lorsque  l’angle  ( L , l)  est  droit,, le  cosinus 
est  nul , et  on  a cette  relation 

aa'  4*  bb'  4”  1 — °» 

Corollaire  II.  Il  est  facile  de  déduire  de  (1)  les  expressions 
des  cosinus  des  angles  entre  une  droite  fixe  AL  et  chacun  des 
axes  coordonnés.  A cet  effet,  il  faut  supposer  que  l’autre  droite 
Al  se  confonde  successivement  avec  chacun  des  axes  AX , AY , 
47, , et  rechercher  ce  que  devient  alors  la  formule  (1). 

Lorsque  la  droite  Al  coïncide  avec  l’axe  AZ  , les  tan- 
gentes trigoaométriques  a'  et  b'  sont  milles,  et  en  désignant 
par  cos  (L,  z),  cos  ( L , y ) , cos  ( L , x ) , les  cosinus  des 
angles  de  la  droite  AL  que  nous  nommerons  L , avec  chacun 


I . 


* 
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des  axes , on  a 

cos  (L,  21  ) = 


; (a). 

\Za“+  b*+i 


Lorsque  Al  coïncide  avec  AY  ou  A Y',  sa  projection  sur  le  plan 
• 11 

des  (j/z) , tombe  suivant  cet  axe , alors  b'  — - ou  -g  = o : la 

projection  sur  le  plan  des  (xz)  est  l’origine  des  coordonnées  -, 
donc  a'  = o : ces  hypothèses  introduises  dans  la  formule  (i) 
Ao$  on  a divisé  les  deux  termes  par  b',  donnent 

“*  (L>  *>  = FPT1-."®- 

Enfin , lorsque  Al  tombe  suivant  AX,  sa  projection  sur  le  plan 
des  (xz)  tombe  suivant  cet  axe;  d’où  résultent  a' = ~ 

ou  -i;  = o,  b'=  o;  et  après  avoir  divisé  les  deux  termes 
de  la  formule  (î)  par  a',  et  introduit  ces  hypothèses,  on  a 

cos  (L,  x )==  — —.a  , . (4). 

V/aa+ i 

Qu’on  fasse  les  carrés  de  cos  ( L , z ) , cos  ( L,  y ),  cos  ( L , x)  , 
qu’on  les  ajoute  , et  on  obtiendra  cette  propriété 

cosa(L , z)  + cos’(L,  y)  +cosa(L  , x)  = î . . . .(5). 

Corollaire  IJI.  Il  est  facile  maintenant  d’exprimer  le  cosinus 
de  l’angle  des  deux  droites  ,AL  — L,  Al  = l au  moyen  des 
cosinus  des  angles  de  chacune  de  ces  droites  avec  les  trois  axes  : 
car  pour  la  droite  l,  on  aura  pareillement 

CM('-*)  = i7S^P+T C6)’ 

, b'1 

cos  (/,  y)  = — t=--:  ■.  ^ — (7), 


cos(/,x)  = 


ù'a-f-  1 ‘ 
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on  tire  de  ces  formules , 

aa'  — cos  (L  , a:)  cos  ( /,  x)  \/ aa+  b%-\-  1 ÿ' a'a-f-  b’*- f-  1 , 

bb'  pS*  cos  (L , y)  cos  (l,  y)  \/ a*-f-  bÀ-\-  1 a'a+  ù'a-fr- 1 , 

j = cos  (L,  z)  cos  (/,  z)  l/aa-f-  &*-}-  i l/a'a-t-ù'3-f- i. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i),  on  trouve  celle-ci 

, • 

, Z)  = cos  (L,  x)  cos  (Z,  x)  -f-cos(L,  cos  (Z,  j) 
-f-  cos  (L,  * ) cos  (/,  z) (9) 

Nous  ferons  un  fréquent  emploi  des  formules  (4)  et  (8),  sur- 
tout en  supposant  dans  cette  dernière  l’angle  (L,/)  droit, 
d’où  cos  (L,  Z)=o,  et 

cos  (L,  x)  cos  (Z,  x)  -f-cos  (L , y ) cos  (Z,  y») 
x + cos  (L,  z)  cos  (/,  z)  = o (10). 


t 
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CHAPITRE  XVH. 


Équation  du  plan  et  problèmes. 

' * \ 

jgo.  La  position  «l’un  plan  dans  l’espace,  est  définie  par 
celles  de  ses  traces  dans  deux  des  trois  plans-  coordonnés. 

Soient  toujours  AX , AY,  AZ  (fig.  1 53  ) trois  axes  rectan- 
gulaires entr’eux  : soient  AB,  AC  les  traces  du  plan  donné 
passant  par  l’origine  , sur  les  plans  (xz),  ( yz ) : considérons  sur 
ce  plan  un  point  quelconque  M ; si  de  ce  point  on  abaisse  une 
perpendiculaire  hJQ  sur  le  plan  (x_y) , et  si  du  point  Q on 
mène  la  parallèle  Q P à l’axe  AY,  les  trois  coordonnées  du 
point  M seront  MQ=z,  QP  ==  y , APr=x;  et  l'équation  du 
plan  sera  la  relation  entre  ces  coordonnées  et  les  tangentes 
des  angles  donnés  BAX,  CAY. 

Si  par  le  point  M on  mène  dans  le  plan  BAC  la  parallèle 
MD  à la  trace  AB,  et  par  D l’horizontale  D d parallèle  au 
plan  ZAX  , les  lignes  DM , Dd , MQ  étant  dans  un  même 
plan,  on  aura 

MQ  = MG  + GQ (i). 

Or  si  du  point  D on  abaisse  la  perpendiculaire  DH  sur  AY, 
laquelle  le  sera  sur  le  plan  (xy),  il  est  clair  que 

GQ  = DH  = AH.tang  DAH  = _y.tang  DAH ; 
d’une  autre  part , 

MG  = DG.tang  MDG  = DG.tang  BAX, 
mais  DG=HQ  =AP=x,  donc  l’équation  (i)  devient 

z = x.tang  BAX  Hh  _y-tang  DAH  ; 

20.  . 
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et  en  faisant  tang  BAX  = a , tang  DAH  = tang  DAY  = b , 
cette  équation  sera 

z = ax  + b y , , 

Supposons  que  le  plan  ne  passe  plus  par  1 origine  A des 
coordonnées  (Gg.  i54)  , et  qu’il  soit  A' IV  parallèle  a AN  : il 
faudra  augmenter  l’ordonnée  QM  = z , de  MM'  = AA'  qui 
est  l’ordonnée  verticale  du  point  de  rencontre  de  l’axe  A Z 
par  le  plan  A'N';  ensorte  qü’en  désignant  AA'  par  d,  on  aura 

z -f-  d — z ==  ax  + by  + d. . . . (t)  , 
équation  qu’on  peut  écrire  ainsi 


Ax  -1-  By  -f"  "t"  D — o ...... . (2)  » 


en  faisant 


Corollaire  1.  Si  dans  l’équation  du  plan , 
z = ex  -f-  by  -f-  d , 

on  fait  successivement  z=  o , y — o , x = o , les  équation» 
résultantes 

z = o , ax  + + d = o } y — o , z = ax  -f-  d ; 

x=o,  z = by-\-d 

seront  celles  des  traces  du  plan  sur  les  jolans  coordonnés 
(xy),  (xz) , (yz). 

Corollaire  II.  Si  l’on  fait  encore  dans  la  même  équation, 
jjrro  et  y—  o , x—  o et  z = o , _y  =sp  et  x = o , le» 
valeurs  correspondantes  de  x,  y et  z,  savoir, 


seront  les  distances  comptées  de  l’origine  aux  points  de  ren- 
contre du  plan  avec  les  trois  axes  coordonnés. 

Corollaire  III.  L’équation  d’un  plan  passant  par  l’axe  des 
y , et  conséquemment  perpendiculaire  à celui  des  (xz) , s’obtient 
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en  faisant  b=  o , d=  o dans  (1)  : elle  est  donc 

<-  ♦ 

z = ax (3). 

On  trouve  de  même  que  le  plan  mené  par  l’axe  des  x , 
répond  à d.  — o , 0 = 0,  et  qu’ainsi  il  est 

* = h (4); 

que  le  plan  mené  par  l’axe  des  z , a , comme  chacun  des  deux 
précédens , pour  équation,  celle  de  sa  trace  sur  le  plan  auquel 
il  est  perpendiculaire  , c’est-à-dire , 

y — ex (5) , 

e étant  la  tangente  de  l’angle  de  la  trace  dans  le  plan  (xy) 
avec  l’axe  des  x : comme  cette  dernière  équation  résulte 
encore  de  l'élimination  de  z entre  (3)  et  (4),  on  voit  que 
a 

c~l ’ • : 

Corollaire  IV.  L’équation  d’un  plan  quelconque  perpen- 
diculaire à celui  des  (xz) , et  conséquemment  parallèle  à un 
de  ceux  de  l’équation  (3)  , est 

I 

t = ai  4.  .(G)  ; 

celle  d’un  plan  quelconque  perpendiculaire  à celui  des  (yz)  , 
ou  parallèle  à l'un  de  ceux  de  l’équation  (4),  est 

z = by  + S. (7),; 

enfin  celle  d’un  plan  perpendiculaire  à celui  des  (xy),  est 

)'  = «*  + y (8),  - 

a , b , c ayant  même  acception  que  ci-dessus , et  * , C , y 
étant  les-  coordonnées  des  points  de  rencontre  des  traces  avec 
les  axes  des  z et  y. 

Remarque.  Nous  observerons  que  ces  six  dernières  équations 
qui  ne  contiennent  que  deux  des  trois  coordonnées  du  plan  per- 
pendiculaire , et  qui  ne  désignent  que  la  trace  de  ce  plan , appar- 
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tiennent  cependant  au  plan.  En  effet,  la  coordonnée  qui  n’entre 
pas  dans  l’équation , étant  indépendante  des  deux  autres  , 
admet  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  point  de  la  trace  , 
et  ces  valeurs  répondent  aux  points  en  nombre  infini  du  plan , 
qui  se  trouvent  sur  cette  coordonnée  dans  ses  positions  consé- 
cutives et  parallèles  dont  l’ensemble  constitue  le  plan. 

. 191.  Enoncer  C équation  du  plan  au  moyen  de  la  plus  courte 

distance  de  F origine  sur  le  plan  (fig.  i55). 

« 

Cette  équation  est  analogue  à celle  de  la  ligne  droite  donnée 
(24),  et,  dans  plusieurs  cas,  elle  doit  être  employée  de  pré- 
férence à la  précédente. 

Soient  A î origine , AP'  la  perpendiculaire  abaissée  de  cette 
origine  sur  le  plan  n dont  la  trace  horizontale  est  XY  ; AP  la 
perpendiculaire  menée  de  l’origine  sur  la  trace  XY  : soit  M un 
point  quelconque  du  plan  n , duquel  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire Mm'  sur  le  plan  des  (xy)  : de  m'  soit  menée  la  per- 
pendiculaire m'Q  sur  XY,  et  de  m'  et  Q les  perpendicu- 
laires m'p',  Qp  sur  l’axe  AX  : enfin  soient  m'n  parallèle  à AX  , 
et  la  droite  qui  joint  M et  Q. 

On  a 

AP'  = AP  cos  P'AP  ; 

mais  AP  étant  une  perpendiculaire  menée  de  l’origine  sur 
la  trace  AY  située  dans  le  plan  des  (xy) , on  a (24) 

AP  = A p cos  PAX  -f-  Qp  sin  PAX  , 

donc 

AP'  = ( Ap  cos  PAX  Qp  sin  PAX  ) cos  P'AP 

= [_(^P  ~bp'p)  cos  PAX+  (m'p'-+-Qn)  sin  PAX}  cos  P'AP 
==  ( Ap'  cos  PAX  -f-  m'p'  sin  PAX  ) cos  P'AP 
(p'p  cos  PAX  -f-  Qn  sin  PAX)  cos  P'AP. 

Mais  l’angle  en  A est  un  angle  solide  trièdje  formé  par  les 
trois  faces  P'AP , P'AX  et  PAX , et  les  deux  faces  P'AP  , 
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PAX  sont  perpendiculaires  entr’elles  : or  on  sait  que , dans 
un  triangle  sphérique  rectangle  dont  les  côtés  mesurent  le» 
angles  entre  les  arêtes  d’un  trièdre , et  les  angles  mesurent  les 
incliuaisons  des  faces , le  produit  du  rayon  par  le  cosinus  du 
côté  opposé  à l’angle  droit,  est  égal  au  produit  des  cosinus 
des  deux  autres  côtés  ; d’après  ce  principe,  on  a 


cos  PAX  X cos  P' AP  = cos  P'AX , 
sin  PAX  X cos  P' AP  — cos  P'AY  , 

en  observant  que  sin  PAX  = cos  PAY  ; donc 

AP'  = A p'  cos  P'AX  + m'pf  cos  P'AY 
-4-  (p'p  cos  PAX  -f*  Qra  sin  PAX)  cos  P' AP  : 
mais  PAX  = Qm'n  ; donc 

p'p  cos  PAX  -f-  Qn  s*n  PAX  = m'n  cos  Qm'n-f-  Qrt  sin  Qm'n  : 

mais  en  menant  de  n une  perpendiculaire  nr  sur  m'  Q , et 
imaginant  de  m'  une  perpendiculaire  au  plan  n,  dont  le  pied 
tombe  sur  MQ , on  trouve 


m'n . cos  Qm'n  4-  Qn  • sin  Qm'n  = m'Q  r=  Mm' . tang  m'MQ 

= Mm' . tang  P' AP, 

ce  qui  devient  clair , en  imaginant  de  m'  une  perpendiculaire 
au  plan  n ; donc 

(p'p  cos  PAX  -f-  Qn  sin  PAX)  cos  P' AP 
= Mm'  sin  P' AP  = Mm'  cos  P^AZ , 1 

et  conséquemment, 

AP'  = A p'  cos  P'AX  4-  p'm'  cos  P'AY  4-  Mm'  cosP'AZ  ; 


c’est-à-dire , 

p — x cos  «4 -y  cos  C 4-  z cos  y.  s h) 


192.  Lorsqu’un  plan  est  assujéti  à certaines  conditions  , 
comme  de  passer  par  trois  points  donnés  , de  passer  par  une  • 
droite , et  d’être  parallèle  à un  plan  donné  de  position , etc. , 
les  quantités  a,  b,  d qui  sont  les  élémens  de  position  du  plan , 
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sont  les  inconnues  à déterminer  de  manière  à satisfaire  aux 

conditions  de  la  question. 

Problème  I.  Mener  un  plan  parallèle  à un  plan  donné 
de  position. 

L’équation  du  plan  donné  étant 

z = ax  + by  + d, 

où  a , b , d sont  donnés  , et  celle  du  plan  cherché  étant 
z = a'x  — f~  b'y  df , 

où  a \ b',  d!  sont  les  inconnues  , la  condition  du  parallélisme 
est  exprimée  par 

a'  — a,  b'  — b, 

puisqu’on  dit  par  là  que  les  traces  du  plan  cherché  sont 
respectivement  parallèles  à celles  du  plan  donné. 

Problème  II.  Faire  passer  un  plan  par  trois  points  donnés 
dans  V espace. 

Les  coordonnées  des  trois  points  donnés , que  je  désigne 
par  M',  M",  M*,  sont  pour  M',  x',  y' , z'  ; pour  M",  x",  y’,  a"; 
pour  M",  x*,  y ",  a*  : or  l’équation  du  plan  cherché  pouvant 
encore  être  mise  sous  la  forme 

Ax  -j-  By  -f-  Cz  = D , 

* / 

on  aura  les  trois  conditions  suivantes , 

Ax'  + B/  + Cz'  = D, 

Ax"  -f-  B/+  Cz"  = D, 

Ax* 4-  By*+  Cz*=  D, 

v..<f  . 

lesquelles  divisées  par  D , donnent  pour  inconnues  à détermi- 

ner , g » g > g • et  comme  ces  coefficiens  ont  pour  valeurs 

des  fractions  ayant  un  même  dénominateur  ( Alg. , Ir*  sect. , 
chap.  XVII) , dénominateur  que  nous  égalerons  àD,  on  aura 
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ces  déterminations , 

A = y ( z»-  Z-)  + y"  {Z «-  z')  + y(z'-  Z"  ) , 

B — z'  (x" — x*)  + z"  (x* — x')  -f-  z*  (x' — x") , 

c=x'  (/-  y> + x»  (y- y)  + x*  cy-y-) , 

D = x'  (y  z'-yz")  + x"  (y z' — y **)  + X"  (y'z’—y"z').' 

Imaginons  qu’on  projette  le  triangle  (fig.  i5S  ) sur 

le  plan  (xz)  en  mm"  ni’  ; si  de  ces  trois  points  on  abaisse  des 
perpendiculaires  m ri , m"n",  rn"nm  sur  l’axe  des  x , on  aura 
trois  trapèzes , et  en  supposant  que  la  perpendiculaire  m"n“ 
- soit  la  plus  grande , si  de  la  somme  des  aires  des  deux  trapèzes 
mV#V  -j- ni'nn’m’  on  retranche  l’aire  du  trapèze  m'n'n"m“, 
on  aura  l’aire  du  triangle  projeté  en  m'm'm".  Or, 

, , „ „ ( x" — x')  ( z"+  z ) 

aire  m n n m = — , 

2 

(x* — x")(z'+z"). 

aire  m n n m ~ , 

2 

• Il  m m (x* — x')  (Z-+Z') 
aire  mnnm  = — — ! — - ; 


de  la  somme  des  deux  premières  surfaces , retranchant  la  der- 
nière , il  viendra  , en  désignant  par  t la  différence , 


•i  on  représente  par  t',  t*  les  projections  du  même  triangle  sur 
les  plans  (yz)  , (xy) , on  trouvera  par  la  même  analyse , 

. 2 2 

Nous  démontrerons  bientôt  que  D est  six  fois  la  solidité 
d’une  pyramide  qui  a pour  base  le  triangle  de  l’espace,  et 
pour  sommet  l’origine  même  des  coordonnées. 

Problème  HT.  Assujétir  un  plan  à passer  par  une  droite 
donnée. 
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Les  équations  de  la  droite  donnée  sont  ' 

x — az  -f-  « , y = bz  -f-  G : 
pour  que  le  plan  * 

Ax  + By  -f-  Cz  -f-  D = o 

contienne  la  droite  , il  faut  que  les  coordonnées  de  la  droite 
conviennent  au  plan , c’est-à-dire  qu’on  ait 

A ( az  4 a)  — 1"  B ( bz  4-  C)  4^  Cz  -j-  13  o ; 

mais  la  coordonnée  z devant  être  quelconque , cette  équation 
se  partage  dans  celles-ci , 

( 1 ) • ■ • • Aa  -f-  B b — C — o , A*  — |—  Bo  — |— 13  zr  o . • * . (2)  , 

dont  la  seconde  a toujours  lieu,  lorsque  la  droite  et  le  plan  passent 
par  l’origine.  Si  le  même  plan  doit  passer  par  une  seconde  droite 

x = o'z  -+-*>  y — b' z 4- 

on  a de  même  ces  deux  équations 

(3)....  Aa'  + Bè'4-C«=o,  A« -f-B^ + D = o....(4). 

Si  l’on  retranche  (3)  de  (1),  puis  (4)  de  (a)  , on  aura 

A (a  — a')  + B(2>  — b')  = o....(5), 

A (*  — *')  -f-  B (£  — C)  = o (6). 

Si  l’on  multiplie  ( 5 ) par  C — C',  et  ( 6 ) par  b — b',  puis 
qu’on  retranche  le  second  produit  du  premier  , et  qu’on  divise 
par  A , on  trouvera  ' * 

(a-a')(C-C')  - ( b-b ')  («  — O — 0 (7), 

condition  qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  dans  le  plan, 
et  quelles  se  coupent;  cette  condition  est  satisfaite,  lorsque 
les  droites  sont  parallèles  ; en  effet,  dans  ce  cas  , elles  sont 
dans  un  même  plan. 

On  observera  que  de  la  condition  (2)  on  tire 
13  = — A*  — BS , * 

valeur  de  D par  laquelle  l’équation  du  plan  devient 
A Or-«)  + B (,y — £)  + Cz  = o. 
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et  il  reste  l’autre  condition 

An  — |-  Bb  C s o. 

Pour  C = — • 1 , hypothèse  qui  répond  à l’équation  du  plan 
z=Ax-\-By  -j-D,  ces  deux  équations  deviennent 

A(x  a)  + B (_y  — G)  = îl 
An  + Bb  = i 

Problème  IV.  Assujétir  un  plan  à passer  par  une  droite 
donnée  et  par  un  point  donné. 

Aux  deux  conditions  (t)  et  (a)  du  problème  III , il  faut 
joindre  celle-ci 

Arc'  -j-  B_y'  4~  Cz.'  -J-  D = o , 

*d , y',  z'  étant  les  coordonnées  du  point  donné.  Si  l’on  fait 
C =—  î afin  que  l’équation  du  plan  devienne 

z = Ax  -j-  By  + D , 

et  qu’on  évalue  A,  B,  D au  moyen  des  équations 
An  -f-  Bh  — 1,  = o,  A*  -f-  BS  -f-  D = o , 
a'  = Ax'  -f  B y -f  D , 
on  obtiendra  cette  équation  du  plan , 

(x  — x')(  y—bz’—e)  — (y  — y')(X—az'—«) 

+ Cz  — z'  ) Cô  (x' — *)  — o.  (y  — cy]  = o. 

On  voit , en  effet,  que  le  point  donné  est  dans  le  plan , puis- 
que son  équation  est  satisfaite  par  x — x',  y = y'}  z=z'  : 
cette  équation  est  encorç  satisfaite  par 

x'  = az'  -f  u,  y = bz'  C , 

équations  qui  disent  que  le  point  est  sur  la  droite. 

Problème  V.  Etant  données  les  équations  d’une  droite  et 
celles  d un  plan , trouver  les  conditions  qui  doivent  avoir 
lieu  pour  que  le  plan  et  la  droite  soient  perpendiculaires  Hun 
à l’autre. 

Lorsqu  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan , les  projec* 
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tiens  de  la  droite  sont  perpendiculaires  aux  traces  de  même 
dénomination  du  plan.  Soient 

x = az  + * > y — bz  + £ , 

\ 

les  équations  de  la  droite,  et 

z — Ax  — f-  By  — D, 

celle  du  plan  : les  équations  des  traces  du  plan  sur  les  plan» 
rectangulaires  (xz) , (yz) , sont 

z = Ax  + D , z — By  + D , 

d’où 

i ’ D 1 D 

x==â2- a-  -y  = ü z~b  * 

et  on  doit  avoir  (chap.  II,  prob.  IV) 

A = — a , B = — b ; 

donc  l’équation  du  plan  perpendiculaire  à la  droite,  devient 
z + ax  + by  = D, 

en  observant  qu’ici  D reste  indéterminé.,  parce  que  tout  plan 
parallèle  au  précédent,  reste  perpendiculaire  à la  droite.  Si 
le  plan  est  donné  , et  qu’on  cherche  la  droite  qui  lui  est  per- 
pendiculaire , on  aura  ces  équations 

x + Az  = « , y Bz  = C. 

Problème  VI.  Trouver  la  plus  courte  distance  <Tun  point 
donné  à un  plan  donné. 

L’équation  du  plan  donné  sera 

z = Ax  + By  -j-  D ; 

et  celles  de  la  droite  cherchée , d’abord  assujétie  à passer  par 
le  point  donné  x',  y',  z',  seront 

x — x'  —.a  ( z — z'  ) , y — ÿ — b (z  — z'). 

Or  pour  que  la  droite  soit  perpendiculaire  au  plan,  il  faut 
(prob.  V ) qu’on  ait 

a = — A , ù — — B ; 
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ainsi  les  équations  précédentes  de  la  droite,  deviendront 

x — xf  = — A (z,  — z')  , y — y = — B (s  — a'). 

L’équation  du  plan  pourra  être  mise  sous  la  forme 

2 — 2'  — A (pc  — x')  — B (y  — .y')  = D -f-  Ax'  -}-  B y' — 2'  ; 

et  en  désignant  par  x",  y“,  z"  les  coordonnées  du  point  de 
rencontre  de  la  perpendiculaire  et  du  plan , on  aura  à évaluer 
x“ — x',  y"  — y,  z" — z'  au  moyen  des  trois  équations  ci- 
dessus  , en  y remplaçant  x , y , z par  x",  y"  et  z",  ce  qui 
donnera 

_ D+Ax'+By'-a' 
î + A*  + Ba  * 

» _ , _ — B ( D + Ar'-f-  B y' — z') 

y y i^.  Aa-j-B‘  * 

^ - A (D  -f-  Ax"-f-  B y' — z') 

i + a’+b* 

portant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  la  plus  courte  distance 
entre  deux  points  donnés  (1 85) , on  aura 

vcc x"  - xo*+ cy  - y )*+  c** «-  *'  y : 

_ p + Ax^sy— z' 

- /r+A“+B*  u*  ’ 

expression  de  la  plus  courte  distance  cherchée.  Lorsque  le  point 
donné  est  à l’origine  même  des  coordonnées,  on  a x'—o, 
ÿ — o,  2'  = o , ensorte  que  la  plus  courte  distance  que  nous 
désignerons;  par  P , devient 

P = y^?..^rr= (a). 

Si  le  point  donné  est  sur  le  plan  , la  quantité 

D + Ax'  -f-  By  — z'  = o , 

et  la  plus  courte  distance  (1)  est  nulle  , ce  qui  doit  arriver. 
Si  la  droite  passant  par  le  point  x,  y',  z',  est  donnée , 
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et  qu’on  doive  lui  mener  un  plan  perpendiculaire  , il  suffira 
de  changer  dans  la  formule,  (i)  A et  B en  — a et  — b , ce 
qui  donnera  pour  la  plus  courte  distance. 


D 


iS-bÿ-z' 


(3), 


V/i 

et  pour  af  ~o , ÿ~  o , z'  x=  o, 

p = — »+«*+»  T 

. ^ 1 -f*  -h"  ^ "H 


en  observant  que  l’équation  du  plan  perpendiculaire  à la 
droite,  est  (probl.  V) 

z 4-  ajc  -f-  by  = D. 

Nous  donnerons  une  autre  solution  de  cette  question.  Soit  n 
le  plan  donné  ayant  pour  équation  (191) 


p = x cos  « + y cos  G + z cos  y -, 


soient  a/,  y',  il  les  coordonnées  du  point  M'  duquel  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  n , et  P cette  perpendicu- 
laire : pour  avoir  les  coordonnées  de  son  pied  M , on  imagi- 
nera par  M'  des  parallèles  aux  trois  axes , et  par  M des 
perpendiculaires  sur  ces  parallèles  -,  on  aura  donc  x'+  P cos  « , 
y'  + P cos  G , z'  -)-  P cos  y pour  les  coordonnées  de  M. 
Comme  M est  un  point  du  plan  n,  ses  coordonnées  devront 
satisfaire  à l’équation  de  n , qui  deviendra  J 


p = (x'-f-P  cos  «)  cos  a. -f- (y'-f- P cos  C)  cos£  + (z'  -j-  P cosy)  cos  y , 
* « 
et  à cause  de  cos1  * -f-  cos3C  cos1  y = 1 ( 189  , probl.  Y ), 

on  aura  simplement 

p = xf  cos  * -f-  y cos  G -f-  z cos  >+P, 

d’où 

P —p  — ( x'  cos  « -f-  y’  cos  G -f-  il  cos  y ) , 


équation  cherchée  dans  laquelle  x cos  * y'  cos  C -j-z'  cos  y 
représente  la  perpendiculaire  abaissée  de  M'  sur  un  plan  n' 
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parallèle  à n , et  passant  par  l'origine , ou  bien  encore  la 
perpendiculaire  menée  de  l’origine  sur  un  plan  n'  parallèle 
à n,  et  menée  par  le  point  a/,  y',  z'. 

Corollaire.  Reprenons  l’expression  ci-dessus , 


p D 

— v/V+û>+ï>  ~~ 

en  désignant  par  (P,Æ),(P,y),  (P,  z)  les  angles  de^  P 
avec  les  trois  axes,  on  a trouvé  (probl.  V,  coroll.  Il) 


cos  ( P , x ) = 
cos  (P,  y)  = 
cos  ( P , z ) = 


l/ 1 -f-  aa  + * 

b 

\/i  -fa”  + 6“  ’ 
1 


1 ■+•  &“* 

de  ces  substitutions  faites  dans  l’expression  de  P , il  résulte  que 
P = jc  cos  (P,  x)  + y COS  (P^)  + zcos  (P,*), 


équation  du  plan  démontrée  (191).  Lorsque  le  plan  passe  par 
l’origine , on  a P = o,  et  cette  équation  se  réduit  à 

0 = jc cos  ( P,  jc)  -f-j'cos  (P  , y)  + zcos  (P,  2). 

C’est  sous  cette  forme  que  l’illustre  auteur  de  la  Mécanique 
analytique  emploie  l’équation  du  plan. 

Problème  VII.  Trouver  la  plus  courte  distance  entre  un 
point  donné  et  une  droite  donnée  dans  C espace. 

Nous  assujétirons  d’abord  un  plan  à passer  par  le  point  donné 
et  à être  perpendiculaire  à la  droite  donnée  ; puis  nous  cher- 
cherons les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  la  droite 
et  du  plan  , et  nous  n’aurons  plus  qu’à  écrire  l’expression 
de  la  distance  entre  ce  point  de  rencontre  et  le  point  donné  , 
laquelle  sera  la  plus  courte  distance  cherchée  du  point  à la 
droite. 
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3ao 
Soient 

x = az  -f-  m , y = bz  -f-  C 

les  équations  de  la  droite  donnée  : on  sait  déjà  (probl.  V) 
que  le  plan  perpendiculaire  à la  droite , a pour  équation 

* + or  -f -*by  = D : 

assujédssons  ce  plan  à passer  par  le  point  donné  a/,  y , z', 
et  sob  équation  deviendra 

«f 

z — s'-f-  a ( x — x')  + b (y — y')  — o; 

cherchons  les  coordonnées  x ",  y ",  z"  du  point  de  rencontre 
de  la  droite  et  du  plan , et  à cet  effet,  nous  mettrons  les  équa- 
tions de  la  droite  sous  la  forme 

x — ai  = az  + « x', 

y — y = bz  + C — 


et  en  observant  que  x,  y , z,  dans  ces  trois  équations,  de- 
viennent x",  y",  z“,  on  trouvera  facilement  que 


a (g*- «) + 6(^-6)+*' 

1 -h  o1  + b1  * 

/=  C + 

*•=.  + M-f+sy-'i+.u  = .+ 


11  reste  donc  à substituer  ces  valeurs  dans  la  formule  de  la 
plus  courte  distance 


i/K*'  -*o*  + ( / - y)*  + K-*')*:- 

Lorsque  la  droite  de  l’espace,  passe  par  l’origine  des  coor- 
données, on  a « = o , ff=o  , et 


* _ ajf+by+z’ 


x — az 


î h»  * y ~ bz  > 

■ont  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissé» 
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de  V origine  sur  la  droite  passant  par  le  point  x',  y,  z ; et 
comme  \/ x“*  4-  y"*  -f-  a**  est  la  longueur  de  la  droite  , de- 
puis l’origine  jusqu’au  point  x",  y",  a",  on  a , en  désignant 
cette  longueur  par  P',  * 

ax  4-  b y'  -f-  z' 


P': 


V/x'*+  /■+»' 


expression  de  la  longueur  de  la  droite  comprise  entre  l’ori- 
gine des  coordonnées  et  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  x',  y,  z'  sur  cette  droite. 

Problème  VIII.  Trouver  C angle  de  deux  droites  1 , T données 
de  position  dans  l’espace. 

Ce  problème  a été  résolu  (chap.  XYI,  probl.  V);  mais 
nous  en  donnerons  une  seconde  solution  déduite  des  formules 
(probl.  VII).  Soient 

(1)....  x = aa,  y=bz‘,  x==a'z,  y=  b'z. . . .(2), 

les  équations  de  deux  droites  / et  ï ramenées  parallèlement  à 
elles-mêmes  à passer  par  l’origine  : si  d’un  point  quelconque  x , 
y',  z'  de  la  droite  V , point  que  nous  désignerons  par  N , on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite  l qui  la  rencdntre 
en  M (fig.  157)  , on  aura  le  triangle  AMN,  rectangle  en  M, 
A désignant  l’origine , lequel  donnera 


an  = p = v/x34 -y 

et  (probl.  VIT)  , 

am  = p'  = , 

Va*  -h  b‘+  1 

donc 

P'  *'  f dx'+by'+z' 


cos  (/,/')=  — = — — 

p V x'*  4-  y 4 + z'1  X V a - + b*  4-  i 
1 4~  a ci  4“  b b' 


y/ a'*  4 - b'*  + 1 X.  V «“+  b*  4-  x ! 
après  avoir  remplacé  x'  et  y par  a!z  et  b'z . 


ai 
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\ 

Problème  IX.  Trouver,  i°.  [angle  de' deux  plans  donnés; 
a",  ceux  d'un  plan  avec  ses  trois  plans  rectangulaires  de 
projection.  » ’ 

Soient  ’ ' 


(i). . .Ax+B^'-f-Cz+D  = o , A'x-f-B'y-(-C'z-j-D'  = ov  .(2), 

les  équations  des  plans  : si  de  l’origine  on  mène  sur  chacun 
d’eux  une  perpendiculaire , l’angle  entre  ces  perpendiculaires 
sera  le  supplément  de  l’angle  entre  les  plans,  et  conséquem- 
ment son  cosinus  sera,  au  signe  près,  le  cosinus  de  l’angle 

entre  les  plans  ; les  équations  de  ces  droites  seront 
1 

x — az , y — bz  \ x — a'z , y = b’z  ; 

pour  quelles  soient  perpendiculaires  au  plan,  il  faut  qu’on 
ait  (probl.  V)  • . 

- A , B 


V-  _ ^ 
b — . c,  , 


substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  du  cosinus  de  l’angle  de 
deux  droites  dans  l’espace  (chap.  XVI,  probl.  V )j  on  a pour 
celui  de  l’angle  des  deux  plans  , que  nous  désignerons  par  Y , 


V AA'  + BB'+CC'  ♦; 

C0S  y'  A1  + B“-f-  C*  X V A,a+  B'H-  C*' 


Corollaire  I.  La  condition  pour  que  deux  plans  soient  rec- 
tangulaires , est  donc 


AA'  + BB'  + CC'  ==  o {*). 


(*)  On  pcnt  énoncer  autrement  cette  condition.  A ce’  effet,  imaginons 
de  l’origine  des  coordonnées  deux  perpendiculaires  p et  p'  sur  les  plans 
donnes  supposés  à angles  droits  , et  soient  x' , jd , z' , x",  y , z les  coor- 
données des  deux  points  dans  lesquels  ces  perpendiculaires  rencontrent  les 
plans  : si  on  joint  les  extrémités  a' et  «“par  une  ligne  1,1  sera  l’hypoté? 
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Corollaire  IL  Si  l’un  des  plans  , celui  de  l’équation  (a) , 
coïncide  avec  le  plan  (x,  y)  , on  a 

z = o , d’où  A'  = ' o , B’  = o , D'  = o ; 
et  nommant  "V'  l’angle  correspondant,  on  trouve 

cos  T.  =*  C .--a=. 

Y Aa  + B1  -f-  Ca 


nuse  d’un  triangle  rectangle  , en  observant  que  l'angle  ^ p9  pf)  est 
droit  j on  aura  donc 

i‘  = P’  + /■> 

c’est  à- dire  , 

( a:'»—  x' )*  4 (y*— j')a+(*"-' z')*  = *'*+>'*  4- *'■  «4*  *"*  y 

et , après  les  rédactions  , 

*?x"  4 +z'z"=*  o! (i). 

Telle  est  donc  la  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  coordonnées 
x\  y z'  y xu,  y",  z",  pour  que  les  deux  plans  qui  leur  repondent  , se 
coupent  à angles  droits.  # 

On  peut  encore  énoncer  cette  relation  au  moyen  des  longueurs  a , b,  c, 
42*,  b',  cr  coupées  sur  les  trois  axes , à compter  de  l’origine , par  les  deux 
plans  rectangulaires  P et  P'.  % 

La  perpendiculaire  p projetée  sur  le  plan  des  (xy)  , qui  est  celui  des  ab , 
sera  aussi  perpendiculaire  à la  trace  du  |Han  P sur  le  même  plan  : 
ainsi  les  coordonnées  x’,  y*  et  la  projection  horizontale  de  p j les  longueurs 
b , a et  la  trace  horizontale  du  plan  P , seront  deux  triangles  semblables  , 
comme  ayaut  les  côtés  respectivement . perpendiculaires  : on  aura  donc 
la  proportion 

x .y  ••  ° • a ••  a • b> 
et  celle-ci , ' 

. • i 

fi  T 

J • *•  c • ° ••  b • c 7 

. et  conséqaemment  cette  suite  de  rapports , 

x'  : y'  : z 


1 . r . 1 
a * b * c 


On  aura  pareillement, 

xu  ; 

De  ces  deux  suites  combinées  arec  la  relation  (i) , on  conclut  facilement 


. r<i  . ,»  • • JL  • -L  • _L 

• r • * *•  a'  • V • </  ■ 
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Pareillement , si  l’on  désigne  par  V",  Y"  les  angles  du  même 
plan  avec  ceux  des  (xz.)  et  des  (yz) , on  obtient 

B 


cos  V"  = 
cos  Y"  = 


et  conséquemment , 


B“4-  C1 

A 

V/  A2  -{-  B2  + C2  ’ 


cos2  V'  -f-  cos2  "V"  -1-  cos2  V"  = 1 

♦ 


Corollaire  III.  Si  l’on  désigne  par  U',  U",  U*  les  incli- 
naisons du  second  plan 

A'x  + B 'y  + C * + D'  = o , 

sur  les  trois  plans  rectangulaires  (xy) , ( xz ) et  (yzj , on 


t 

~ô3 


bb' 


•W. 


autre  relation  remarquable  entre  les  coordonnées  des  intersections  des  trois 
axes  rectangulaires  par  les  deux  plans. 

On  peut  traduire  l’expression  (3)  du  cos  V au  moyen  des  marnes  quan- 
tités a , b , c , a',  b',  c'.  * 

Nous  supposerons  , pour  plus  de  facilite,  que  les  deux  plans  se  soient 
mus  parallèlement  h eux-mêmes,  jusqu’à  devenir  egalement  dislans  de 
l’origine  A , hypothèse  sous  laquelle  les  perpendiculaires  p = AM,p'=  AW 
mentes  de  l’origine  sur  ces  plans  , deviendront  égales.  Représentons  par 
px , py,pz-,  p'x , p'y,  p'z  les  projections  de  ces  perpendiculaires  sur  les 
axes  des  x , y et  z ; prolongeons  la  perpendiculaire  MA  d’une  longueur 
Am  = A VJ  : alors  les  trois  points  M , M"  et  m seront  sur  la  circonférence 
d’un  cercle  ayant  son  centre  en  A , et  le  triangle  MMxm  sera  rectangle 
en  M*.  En  abaissant  de  M'  sur  AM  la  perpendiculaire  , on  aura 


mW 

= -T^r 


A <7  = 


771  M' 
aAM 


- AJV1  = 


77iM'  — aAM 
aAM  ~ 


aAM  — MM' 
aAM 
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aura  de  même, 


cos  U'  = 


du  PLArç; 

C' 


■ V/A':‘4-B'î+  C'»' 

COS  U"  = — 

V/A'I+B'*+  C * 
A' 


cos  U*  = 


. 3a5 


.V/A'“  + B'*+C/a’ 
et , d’après  l’expression  (3)  , 

cos  Y = cos  V cos  II'  + cos  Y"  cos  U"  -f  cos  Y*  cos  ü" (5). 

L’angle  V étant  droit,  cette  formule  donne 
cos  Y' cos  U'-f- cos  Y" cos  U"+  cos  Y"'  cos  U'"  = o . . . . (G). 


MM'  = (x'  — r")>  -I-  {/  —f'Y  + (s'—  a")» 

= xf*  +y*  4-  »'*  -h  x"* 4-  y"*  4-  s''»  — a ( x'x"  4*yy'  4-  s'«")  » 

aAM  = a y*  -f.  *'»)  œ^>+y*  + 2'*  4-  x''» 4y,J  4 s"* , 

— a . a 

en  observant  qu’à  cause  de  AM  aAM'  , on  a 

*/*  4-  y*  4-  ==>  *"•  4- y*  4-  s"* , 


donc 


et  conse'quemment, 


. *V'  4-r'r"  4-  *V 

A*=: am 


Aq  _ _ xV'4-r,y'4-*'*“ 

AM'  cos  (P  > P ) AM  x AM'  ! 

or  des  proportions  trouvées  dans  la  première  partie  de  cette  note , on  tire 


xf  = 


IV 


br' 


bY 


b'rn 


après  les  substitutions  dans  cos  (p , p ) et  les  réductions,  on  obtient 


cos  (p,  p')  =# 


~j+Tp  + -L! 
aa  bit  cc 


+ x \Zir*  + ir>  + i~* 


.(3). 


Lorsque  les  deux  perpendiculaires  p et  p sont  à angles  droits,  on  retombe 
sur  la  relation  (à). 
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■ V ' 

Remarque.  On  parviendra  immédiatement  à une  formule 
équivalente  à la  formule  (5) , en  partant  de  l’équation  du 
plan  trouvée  (îgi)  • 

X COS  et  + y cos  z cos  y = p , 

pour  le  second  plan,  on  aurait 

x cos  a!  -j-  y cos  C'  z coi  y'  — p'  : 

pour  avoir  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  M de  p avec  son 
p|an,  on  supposera  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  trois 
axes  coordonnés , et  de  cette  manière  , on  aura  p cos  « , p cos  G, 
p cos  y pour  les  coordonnées  de  M : par  la  inême  raison , # 

celles  du  pied  M'  de  la  perpendiculaire  p',  seront  p'  cos 
p'  cos  C,  p'  cos  y'  : le  carré  de  la  distance  MM'  sera 

MM'  = (p  cos  * — p'  cos  *Y  -f-  (p  cos  G — p'  cos  G"  )“ 

+ (p  cos  y — p'  cos  y'y 

— p2-(-p'5 — app'( cos  * cos  cc'-f-  cos  G cos  £'-j-  cos  y cos  y'  ; 
en  observant  qu’on  a (chap.  XYI , probl.  Y,  coroll.  II) 
cos°«  cos“£ 4~  cos2^  = î , cos V -+■  cos2^  4-  eos*y'  = 1 : 

or  dans  le  triangle  MAM',  on  a(Géom.  ) 

MM'  = p2  4“  p'1  — °PP'  cos  MAM'; 
donc  cos  MAM',  ou 

cos  ( p , p')~  cos  * cos  a!  4-  cos  G cos  G'  4-  cos  y cos  y' , 

, C5T  l 

et  pour  (p  , p ) = - , 

cos  te  cos  a 4"  cos  S cos  G'  4-  cos  y cos  y'  = o. 

Corollaire  IV.  Si  donc  q , q",  q'“  ; /,  r”,  r*  s",  s " dé- 
signent les  angles  que  font  trois  plans  avec  les  plans  primitifs 
des  (xy)  , (xz)  , (yz)  , et  si  de  plus  les  trois  nouveaux  plans 
doivent  être  rectangulaires  entr’eux  ,*on'aura  les  six  relations 
suivantes  , déduites  de  (4)  et  (6)  , 


! 1 
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cos*  q'  -f-  cos3  q"  -f-  cos’ g"  = l i 
cos3  r'  -j-  cos3  r"  -f-  cos3  r"  = i , 
cos3  s'  -j-  cos3  s"  -f-  cos3  s"  = 1 , 
cos  q'  cos  / -f-  cos  q"  cos  r"  -j-  cos  q * cos  r*  = o 
cos  q'  cos  s1  -f-  cos  q"  cos  s"  -f-  cos  qm  cos  s"  = o 
cos  / cos  / + cos  r"  cos  s"  -f-  cos  r*  cos  s*  = o 

• V , * 

lesquelles  nous  seront  utiles  par  la  suite. 

Problème  X.  Trouver  l angle  d’une  droite  et  dlun  plan. 

Si  l’on  imagine  par  l’origine  des  coordonnées  , une  parallèle 
à la  droite  et  une  perpendiculaire  au  plan  , l’angle  de  ces 
deux  droites  sera  le  complément  de  l’angle  cherché  , et  consé- 
quemment son  cosinus  sera  le  sinus  de  l’angle  cherché. 

Soient  -;- 

x ~ az  , y = bz 
, » 
les  équations  de  la  parallèle , et 


u,  Ax  *4-  B y -f-  C z -f-  D = o 

celle  du  plan  : les  équations  de  la  perpendiculaire  au  plan, 
menée  par  l’origine  , seront  (probl.  V ) 

A B 4- 

x ~~  c y ~~  C z> 

et  conséquemment  [ chap.  XVI,  probl.  V,  form.  (1)],  le 
sinus  cherché  sera 

gA.  — f-  bB  C 


sm 


V'\+a'+b*  l/A“  + B3-f-C3 


•t 


* 


Théorème.  1°.  L’aire  d’un  triangle  quelconque  situé  dans 
f espace , est  à celle  de  sa  projection  sur  Tun  des  plans  coor- 
donnés , dans  le  rapport  du  rayon  au  cosinus  de  l'angle  que 
fait  le  plan  du  triangle  avec  le  plan  coordonné  sur  lequel 
on  le  projette.  3°.  Une  figure  plane  quelconque  étant  projetée 
sur  trois  plans  rectangulaires  , le  carré  de  l’aire  de  cette 
figure , est  égal  à la  somme  des  carrés  des  aires  de  ses  trois 
projections.  * 

• ' t •'* 

1 . # • 

I i *’ 

■4 
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i°.  En  désignant  par  t,  t',  t"  les  projections  de  l’aire  d’un 
triangle  sur  les  plans  ( xz ) , ( yz ) , (r y) , et  l’équation  du  plan 
qui  contient  le  triangle , étant 

Ax  -1-  B j'  + Cz  -J-  D = o , 
nous  avons  trouvé  (probl.  .11) 

t — i B , a = i A , f = iC; 

or  T étant  l’aire  du  triangle  de  l’espace  , et  P une  perpen- 
diculaire menée  de  l’origine  sur  le  plan  de  ce  triangle , 
ncms  démontrerons  bientôt  qu’on  a 

D P _ 

V=3  XT‘ 

D ayant  l’acception  énoncée  (probl.  II)  : d’ailleurs  nous  avons 
trouvé  (probl.  VI) 

o — P », 

. V/i+A’-f-B’’ 

remplaçant  dans  cette  expression  A par  — — ; , B par  — , 

D par  - , pour  qu’elle  convienne  au  plan  de  l’équation 
oi-dessus , on  obtient 

P = _ D V 

V/A“+Ba-(-C2  * 

donc 

D DX  T 

* 6 ” 3 B*+  C1  ’ 

d’où 

T1  = \ [ Aa  -f-  B1  + C*]  = f*-f  t'a+  t"\ 
et  T = i \/A*+  B2  + Ô -,  * 

et  conséquemment , 

T i T î T i__ 

J—  B * f/~~ A ’t"  ~ Ç 

V/Aa-fBa+C“  l/À'+B'+C» 


V 
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mais  nous  avons  vu  ( probl.  IX , cor.  II  ) que  ces  expressions 
étaient  celles  des  rapports  du  rayon  aux  cosinus  des  angles 
que  fait  le  plan  de  T ai!&c  chacun  des  trois  plans  rectangu- 
laires de  projection  : ainsi  la  première  partie  de  la  proposition 
se  trouve  démontrée. 

20.  Supposons  un  polygone  plan  dans  l’espace  , décomposé 
en  triangles  T , S,  R,  etc.  par  des  diagonales  ; et  nommons 
s , s',  s"  les  aires  des  projections  de  l’aire  S : on  a aussi , 
d’après  le  théorème  (i°), 

S3  = j3  4-  s'1  + s"1 , 


or 


etc*. 


s = î*+i*'  + is*B> 

etc. 

Mais , d’après  le  premier  théorème , et  parce  que  les  aires 

T 

T,  S,  R,  etc.  sont  dans  un  même  plan,  les  rapports  —,  etc." 

* * 

, S 

sont  égaux  aux  rapports  j , etc. , donc 


t 

T 


s i_ 
S ’ T 


s'  t"  s" 

S * T — S * etC■, 


égalités  qui  donnent  celles-ci 

St  = T* , St'  = T / , 


St"  = Ts"  , etc. , 


ou 


sSt  = Ts%  s'St'  = Ts'3,  s" St"  = Ts"\  etc. 


et  conséquemment  en  les  ajoutant  et  tenant  compte  de 
Sa  = i3  -f-  s'3  -f-  s"3,  on  a ' * , 


ainsi 


TS  = st  -f  s't'  + s“l"  ; 

( T -j-  S)3  = T3  + 2 ST  + S3 
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et  de  là  " « 

(T  + S)a=  çt  + sy+  (t'-f-s'y+.(t"  + sy. 

En  prenant  un  troisième  triangle  Bilans  le  plan  des  deux  pre- 
miers y dont  les  projections  soient  r , f* y y"3  on  arriverait  à 
cette  propriété,. 

(T  -f-s+  R)»=  (t+s+ry+(t'+/+sy+(t''+/'+s"y, 

etc. 

ce  qui  démontre  la  seconde  partie  de  l’énoncé.  Il  est  bien 
, entendu  que  les  carres  des  aires , sont  les  carrés  des  nombres 
qui  les  expriment. 

Théorème  II.  La  projection  orthogonale  d'une  aire  quel- 
conque sur  un  plan  , est  égale  a la  somme  des  projections  de 
projections  formées , en  projetant  d'abord  cette  aire  sur  trois 
plans  rectangulaires , ensuite  en  projetant  ces  projections  sur 
le  plan  proposé. 

Soient  S une  surface  plane  dans  l’espace.  A,  A',  A"  ses 
trois  projections  sur  les  trois  plans  rectangulaires  (xy) , (xz), 
(.yzjii  il  la  projection  de  S sur  un  autre  plan  , et  V l’angle  du 
plan  de  S avec  celui  de  B : on  aura  ( théor.  I) 

B = S cos  V ; 

mais  en  désignant  par  cos  p , cos  p',  cos  p"  les  cosinus  des 
angles  de  S avec  les  trois  plans  rectangulaires  des  projections 
A , A',  A",  on  a ( théor.  I ) 

A = S cos  p , A'  — S cos  p',  A"  = S cos  p"  : 

- 

si  l’on  désigne  par  « , G , y les  inclinaisons  du  plan  de  B 
sur  les  plans  rectangulaires  A,  A',  A",  on  aura  £ probl.  IX  , 

form.  (5)3, 

n 

cos  V ==  cos  a cos  p + cos  C cos  P'  + cos  y cos  p" , 
et  en  multipliant  chaque  membre  par  S , on  obtient 

B = A qos  a.  -|-  A'  cos  C A"  cos  y (i)  , 

ce  qui  est  la  propriété  énoncée. 
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Si  B',  B"  représentent  les  projections  de  S sur  deux  autres 
plans  perpendiculaires  entr’eux  et  à celui  qui  contient  B , on 
aura  de  même 

B'  = A cos  » -f  A'  cos  G'  + A"  cos  >' (2), 

B"  = A cos  *"  + A"  cos  G"  -f-  A"  cos  y". . . .(3), 

»,  G' , y'  étant  les  inclinaisons  de  B'  sur  les  plans  rectangu-  ^ 

laires  A , A',  A" , et  »,  G",  y"  celles  de  B"  sur  les  mêmes 
plans.  , > 

On  a , en  même  temps  ( Théor.  I ), 

S2  = A2  + A'*  + A”1, 

S1  = B1  + B'1  + B"*  -, 

donc 

A1  + A'2  -f  A"2  = B1  + B'2  -f-  B"2, 

t ■ ■ < ’ * 

résultat  qui  apprend  que  quelle  que  soit  la  position  des  trois 
plans  rectangulaires  de  projection  , qui  forment  le  second  sys- 
tème, la  somme  B2  -f-  B'2  -|-  B"2  sera  toujours  constante  pour 
une  même  valeur  de  S.  On  tire  de  là 

k2-+-  A'“  + XF  — B'“  — B"2. 

Ainsi  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  la  projection  B, 
est  celle  qui  répond  à B'  = »,  B"  r=  o. 

Le  plan  qui  répond  à cette  plus1  grande  projection  B , 
joue  un  rôle  très-important  en  mécanique  : voici  de  quelle 
manière  on  le  détermine.  Si  l’on  multiplie  (1)  par  cos  » , 

(2)  par  cos  »,  et  (3)  par  cos  » , si  l’on  ajoute  ces  trois  pro- 
duits , et  qu’on  réduise  d’après  les  équations  ( probl.  IX , 
coroll.  IV),  on  trouvera 

A = B cos  » -f-  .B'  cos  » -f-  B”  cos  .(4)  '• 

•4 

on  aurait  de  mêmç 

A'  = B cos  G + B'  cos  G'  + B"  cos  G". . . .(5) , 

• A"  — B cos  y + B'  cos  y'  -f-  'B"  cos  5." ....  (6)  , 


%■ 


4 
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en  observant  que  * et  C désignant  les  inclinaisons  sur  le  plan 
B des  plans  (xy) , (xz)  ; a et  C celles  des  mêmes  plans  sur 
le  plan  B ; et  enfin  «"  et  C celles  des  mêmes  plans  sur  B": 
or , sous  les  hypothèses  B — o , B"  = o , ces  expressions 
deviennent 


A = B cos  * 
Soit 


A — » B cos  C , A"  = B cos  y. 


* = Mr  -f*  Ny  + P (7), 

1 équation  du  plan  de  B , rapporté  aux  plans  de  A , A',  A ' 
rectangulaires  entr’eux  , et  représentant  les  plans  (xy),  (xz), 
(yz)  : on  a ( probl.  IX , coroll.  II  ) 


COS  * 


cos  C r= 


cosy  = 


V/Ma+Ni+1’ 

' N 

t/M=4-N24- 1 ’ 
M 


l/M“+  jN1-}-  i 

Pour  avoir  1 angle  p de  la  trace  de  B dafSOe  plan  A avec 
1 axe  des  x , on  fera  z ~ o dans  (7)  , ce  qui  donnera 


y = 


d’où 


M * 
N X 


P 

M’ 


JN 


tang  <p 


et  d’ailleurs  , 


cos  « = 


M cos  y 


A 

B 


B - _ A"  m 
T --y  •*•(«)* 

B 


(9)- 


V/Av+  A'a-f-  A"*  ' ' 

Ainsi  lorsqu’on  connaîtra  les  projections  A , A',  A"  sur  trois 
plans  rectangulaires  pris  arbitrairement , la  position  du  plan 
de  la  plus  grande  projection,  se  déterminera  immédiatement 
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à l’aide  des  formules  (8)  et  (g)  , et  on  observera  que  les 
déterminations  de  a et  de  <p  conviennent  à une  série  de  plans 
parallèles  sur  lesquels  les  projections  de  S seraient  égales. 

Problème  XI.  Trouver  r expression  de  la  solidité  d'une 
pyramide  triangulaire , au  moyen  des  coordonnées  des  sommets 
des  angles  trièdres. 

Nous  supposerons  que  l’un  des  quatre  angles  trièdres  , soit  à 
l’origine  même  des  coordonnées , et  nous  désignerons  par 
x’,  y,  z' ; x",  y1',  a";  x",  y",  a*  les  coordonnées  des  angles 
solides  M',  M",  M"  de  l’espace. 

D’abord  si  l’on  forme  les  neuf  quantités 


l —y"zm  — zY 

W f m ! Ht 

z =*y  — y a 

>A*  f H f h 

k—yz  —zy 

je  dis  qu’en  supposant  les  six  équations  suivantes  dont  lea 
trois  premières  expriment  les  carrés  des  distances  de  l’origine 
aux  points  M',  M",  M", 


IJ  — x z 

>l"  = zx" 


î;  =x'y-y"x^ 
< ~yx'‘ — x'ÿ"  [ 
il'  — x'y" — y'x") 


x'1  4-  y + z'%  =m 
x"*  4-  y'1  -f-  z"2  = m ' 
x"*+  y + a”1  = m" 


i"/+yy*  + aV- 

xx"  +yy  + a'i*= 

*'*"  +yy  + a'a"  = 


et  faisant , pour  abréger  , 


« = 

m' m."  — n* 

f = 

— 

mri 

/ 

* = 

mra"  — /i'a 

î'  = 

nn " — 

t t 

m n 

n 

et  = 

mm'  — rc"a 

C"  = 

un!  — 

m"n 

on  aura  de  même 


V + + V1  = 

4_  ~ 


a 

/ 

u, 


rr+  "'•>"+  e 

g"  + es"  4-  fC'  = ^ 
4-  î»'  + X = S" 


1 


(4). 


comme  on  peut  s’en  assurer  par  la  substitution  des  valeurs 

de  S,  k'--.-,»,  »' , Ç , r.... (T, 


en 
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Posant  encore 

A— X'(ÿ'z"-yz")+x"(fz'-ÿz")  + x’iyz"-/*') . , . (5), 

» , 

on  trouverait 

z Z 4"  4~  y’n  = A 

*r  + *t  + y/  = o 

z'C+  x'?+yV=  o 

On  sait  que  f,  g , h étant  les  trois  côtés  d’un  triangle  rec- 
tiligne , son  aire  esi  exprimée  par 

E = i VC  s /‘g1  + - /+—  g*  - 

= i V14/Y- Cf*  4#1- W • • • • -(7)  •• 

ainsi  pour  le  triangle  dont  nous  représenterons  les 

côtés  par  >ÿc'",  \/c",  [/c,  on  aura 

i6Ea  — 4c'c"  — (c +c"  — c'"y-, 

or  en  observant  que  les  quantités 

m-fffl'  — an",  m+m."  — 2/1',  m!  + m"  — 2re 

expriment  les  carrés  des  distances  entre  les  points  M'  et  M", 
M'  et  M'",  M"  et  M"',  lesquelles  sont  aussi  c",  c",  c' , on 
aura 

4E3  = (m'-f-m" — 2n)  — a n)  — (m" — n — n-\-n'y  ■ 

= — zmn—zm'n' — a/n'n"  é 

-J-  2ftn'-l-an7i"4-3n,/i  —nÀ—n  ' n % 

Sb  « -f-  sf-f-2$  -J-  2b (7)> 

donc  l’expression  (7)  devient 

g y/[«  + «'4  <t"4'  n»  4-  a£'4~  2?"3  .g. 

2 *v 

. * 

Il  faut  maintenant  trouver  la  hauteur  P de  la  pyramide  , 
c’est -if-dire  , la  longueur  d’une  perpendiculaire  menée  de 
l’origine  sur  le  plan  des  points  M',  M",  M'".  Or  l’équation 

■> 

» * 
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du  plan  étant  t 

s " Ax  -j-  B y D , 

on  a pour  les  points  M',  M",  M"'  par  lesquels  il  doit  passer, 
ces  trois  conditions 

» A 

Z = Ax'  + By  -f  D,  , 
z"  = Ax"  + B/'  -f-  D, 
z'"=  Ax"'  + By"-f-  D , 
desquelles  on  tire 

A = - + V (*"'-*')+  y"  ( z-z") 

, * (y"-ÿ")  +*"  (/"-/)  + cÿ'^ÿ'j  ' 

B = _ * (x"-xw)  + z"  (x"'-x')  + fx'— x") 

x'  (/'—/")  + cy"— y)  + x"'  cy— y)- 

En  développant  les  termes  et  introduisant  les  abréviations  (i); 
on  trouve 


A = - l±JL± 
ensuite  l’équation 
donnera 


. p . * + *+•*  , ^ 

Ç + C + ç*  * ç+’ç'  + ç»  •»■•••  0>)  » 


z = Ax'  -f-  By  -f-  D 
D = z'  — Ax' — iy 


= z'(-  + *+ o + X'C  g + v + n + V( , + ,'4-  •*  ) 
Ç + ÇSR'  * ^ 


et  d’après  les  équations  ( 6 ) , 

A 


D = 


ç+c+c 

Or  on  a trouvé  ( probl.  VII) 

D 


-.■-.(to). 


l/i  + A'+fi*' 


substituant  pour  A , B , U leurs  valeurs  trouvées  ( g ) et 


P 
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(10)  , il  viendra 
P = 


EQUATION 

« 

. A 


✓c«+  r + 7 r+ W+?+ kuy +(.»+»'+ »"n  ’ 

c’est-à-dire  , en  développant  les  termes  qui  sont  sous  le  ra- 
dical , et  faisant  les  substitutions  en  «s  , <*',  a",  £,  à',  £"  don- 
nées par  (4)  j 

. ' A 

P = t/[ * + aS-}-  aC'  + aC'] (ll)  ’ 

donc  enfin , en  multipliant  (8)  par  (î  î)  , il  vient 

E.P A 

3 ¥ 

è î>'  + x"  (yv-yo + x"(ya"_y2')i 

or  la  quantité'  entre  parenthèses  étant  l’expression  de  D 
(probl.  II  ) , on  a 

E . P 

D = 6 X ~>z~  — 6 vol.  de  la  pyr. , 


propriété  dont  la  démonstration  est  due  à l’illustre  Lagrange , 
qui  de  la  même  analyse  a conclu  l’expression  du  volume  d’un 
parallélépipède  quelconque , en  fonction  des  trois  arêtes  conti- 
guës à l’angle  solide  qui  est  l’origine  des  coordonnées,  et  des 
angles  entre  les  arêtes  ; mais  on  peut  parvenir  à cette  même 
formule  qui  nous  sera  nécessaire  par  la  suite  , d’une  manière 
plus  expéditive,  sans  employer  néanmoins  d'autre  considéra- 
tion que  celle  des  coordonnées  rectangles. 

Supposons,  pour  simplifier,  que  la  base  ANN"N' du  parallé- 
lépipède soit  sur  le  plan  des  (xy)  , que  l’un  de  ses  angles  so- 
lides coïncide  avec  l’origine  A (fig.  108)  des  coordonnées,  que 
des  trois  arêtes  a , b , c , contiguës  à cet  angle,  et  dont  les 
deux  premierssont  dans  le  plan  (xj'),  l’une  a = AN  se  confonde 

avec  l’axe  des  x , et  l’autre  b soit  AN'  ; enfin  , soient 

/ » 1 

ang.  (c,  Z>)  = «,  ang.  (c,  a)  = C,  ang.  (a,  b ) =y  : 
l’aire  de  la  base  étantn/ b sin  y,  le  volume  V sera 
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a étant  la  hauteur  du  parallélépipède  , c'est-à-dire , la  per- 
pendiculaire abaissée  de  l'extrémité  M de  l'arête  c sur  la  base  • 
il  reste  à trouver  a en  fonction  des  données.  Si  de  M on  abaisse 
une  perpendiculaire  Mm'  = p sur  l’axe  des  x , c'est-à-dire , 
sur  la  direction  de  a , on  aura 

P = c sin  s,  z = vp*—  y=  y, 

z étant  l’ordonnée  de  l’extrémité  der.  Orm,  projection  de 
M sur  la  base , ayant  pour  coordonnées  x et  y , et  x'  v' 
étant  celles  du  point  N',  si  l’on  pose  Am=k,  mN'=  »,  on  aura 

+ y * .=  k\  x'*  + y*  = b\  > 

(a?  — x') 1 + ( y — y ) — n*>  4 
d’où  l’on  tire 


xx'  -f  y y 


,r -f-  b2  — ■ nl  __ 


— = bk  cos  ( b , A ) 
:bc  cos  (b  , A). cos  (c  , k)  , 


a cause  de  k _ c cos  (c3  k ).  Si  de  l’extrémité  M de  l’arête  c 
dont  la  projection  horizontale  est  k , on  abaisse  suri  une  per- 
pendiculaire , et  que  la  portion  de  b entre  A et  le  pied  de  cette 
perpendiculaire  soit  bf t on  aura 


V 


cos  (b,  k)  _ — , d’ailleur3  cos  (A,  c)  ==  - f 
dono 

cos  (b , A ).cos  (c.  A)  = ~ = cos  ( A J c)  = oos « , ' • 
ensorte  que  _ • 

xx'  -f-  y y'  = bc  cos  »,  d’où  y — 

Mais 


bc  cos  » — xjd 


x c cos.(a,  c)  — c cos  C , x' ~ b cos  (a , b)  = by  , 

cj  ^bs ia(a,  b)^bsiny;  •• 

, aa 
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donc 

c ( cos  u — cos  S cos  y ) 

y = — — — - * 

et  après  les  substitutions  faites  dans  la  valeur  de  s, 

£ 

z — l/r  sina£sina> — (Cos«  — cos  C cos  , 

sin  y ' 

et 

V =aie  V'Ll~ cos*« — cos’b — cosay-|-2  cos  «cos  C cos  y] 

= aie  |/[2 1 — cos*(c,b)  — cosa(c,a) — cos a(a,i) 

— (-2cos  (c,i)  cd  (c,a)  cos  (a, A)]. 

Problème  XII.  Deux  droites  étant  données  dans  l'espace , 
trouver , i°.  les  équations  de  la  droite  qui  est  en  même  temps 
perpendiculaire  à lune  et  à F autre,  et  sur  laquelle  se  me- 
sure leur  plus  courte  distance ; fi®.  F expression  de  cette  plus 
courte  distance. 

Soit  l l’une  de  ces  droites  ayant  pour  équations 
x z=z  az  , y = bz  -f-  S ; 
soit  F la  seconde  droite  ayant  pour  équations  . ' 

x ~ a’z  -f"  *>  y = &'z  *f"  ^ ' 

nous  écrirons  que  par  chacune  de  ces  droites  on  mène  Un 
plan , et  que  ces  plans  sont  parallèles.  La  droite*/  perce  le 
plan  des  (xy)  en  un  point  r dont  les  coordonnées  sont 

z — o , y = S , x = •-, 

la  droite  F perce  le  même  plan  en  un  point  r'  dont  les 
Coordonnées  sont 

2 = o,  y — S1 , x = »': 

pour  dire  qu’un  plan 

z — Ax  -f-  By  -f-  D 

contient  la  droite  / , on  emploie  (probl.  III)  les  conditions 
( î) . . . . A a -|-  B b = î , A«  >(-  Bt>  -J-  D = o . . . . (a)  j 

St 
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fat  valeur  de  D tirée  de  ( a ) et  reportée  dans  l’équation  du 
plan  , la  change  dans  celle-ci , 

* = A (x  — «)  + 

et  il  reste  la  condition  (1).  a 

.Pour  dire  aussi  qu’un  plan 

a = AV  + B 'y  + D'  * 

contient  la  droite  Z',  on  aura 


* = A' (*-.')  + B'iy-C), 
avec  la  condition 

AV  + BV  = 1 (3); 

mais  les  deux  plans  doivent  être  parallèles  ; donc 
* A = A' , B *=  B' 


et 


z — A (x  — * ) + Ëly  — S) 
z = A (x  — «)  + B (y  —t') 


-(4)  Î 


d’ailleurs  des  conditions  (1)  et  (3),  en  faisant  dans  cette  der- 
nière, A'r=  A , B'  = B , on  déduit 


B = 


a — a ' 
âb'  — a'b ’ 


valeurs  qu’on  portera  pour  A et  B dans  les  équations  (4).  Il  s’agit 
actuellement  de  trouver  l’équation  d’une  perpendiculaire  à ces 
plans  parallèles,  et  dont  les  extrémités  soient  sur  chacune  des 
droites  Z et  Z'.  A cet  effet , nous  supposerons  par  le  point  r où 
la  droite  Z perce  le  plan  (arj)  , une  perpendiculaire  P au  plaai 
mené  par  ï , et  par  r'  point  où  la  droite  l perce  le  même 
plan  Çry),  une  perpendiculaire  P'  au  plan  mené  par  Z ; puis  par 
P et  Z un  plan  qui  sera  perpendiculaire  au  plan  par  ï , et 
par  P/  et  Z'  un  plan  qui  sera  perpendiculaire  au  plan  par  Z ; 
ces  deux  plans  se  couperont  suivant  une  droite  perpendicu- 
laire à chacun  des  plans  parallèles , droite  dont  les  extrémi- 
tés seront  sur  les  lignes  Z,  ï ; ensorte  qu’elle  sera  la  plus 
courte  distance  en  position  vraie. 


,3^0  ÉQUATION 

La  perpendiculaire  P menée  de  r dont  les  coordonnées  sont 
t et  • au  plan  de  a pour  équations  (probl.  Y) 
x — — Az  -j-  « , y = — Bz  -f-  ff  ; 
la  perpendiculaire^nenée  de  / dont  les  coordonnées  sont  » et  C' 
au  plan  de  l , a pour  équations  „ 

= — Az  -f-  « , y ~ — Bz  -J-  C'; 

le  plan  mené  par  l et  la  perpendiculaire  P qui  part  de  r,  a 
pour  équation 

* = L (*-«)  + M (y -S) .(5), 

et  les  conditions  d’après  lesquelles  ce  plan  passe  par  ces  deux 
droites , sont 

(6) La  + Mi  = î , LA  -f  MB  = — i (7)  : 

le  plan  mené  par  l et  la  perpendiculaire  P'  qui  part  de  /,  a 
•pour  équation 

* = L'  (x  - (y  — fi7) (8)  , 

L'  et  M'  étant  déterminées  par  les  équations 

(g). . . . L'a'  -f  M 'b'  = 1 , L'A  + M'B  = — ! . . . .(l0). 

Après  la  substitution  dans  ces  quatre  équations  , des  valeurs 
de  A et  B trouvées  plus  haut , on  pourra  évaluer  L,  M,  L" 
et  M'  en  a , a,  b et  b'  : ces  valeurs  reportées  dans  (5)  et  (8) , 
donneront , après  l’élimination  successive  de  x et  de  y , les 
équations  des  projections  de  la  plus  courte  distance  sur  les 
plans  (yz),  (xz). 

Nous  chercherons  enfin  la  longueur  absolue  de  la  plus  courte 
distance.  Si  de  l’origine  des  coordonnées , on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  chacun  des  plans  parallèles,  la  différence 
entre  la  plus  grande  perpendiculaire  et  la  plu»  petite,  sera  en 
longueur  la  plus  courte  distance  entre  les  droites. 

La  perpendiculaire  menée  de  l’origine  sur  le  plan  passant 
par  l,  a pour  expression  (probl.  YI  ) 

P __  Aa  + Bff 

l/1+A,+  B1  * 


X 


t 
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en  observant  que , pour  ce  plan  qui  a pour  équation 

A (x  — «)  + B (.y— fi)  > 

on  a 

D = — (A«-f  BS); 

la  perpendiculaire  menée  de  l'origine  au  plan  par  l',  a pour 
expression  ' ' 

P'=_  - 
[/i  + Aa-f  B»  ’ 

la  différence 

P'_  P - A(«- — ,)+B(C-f) 

[/ 1 + Aa-f  Ba 

(«—*')  (b'— b)— (C— P)  (a'— a) 

— yl(a'—  «)’+  (6'—  by+  (a' b — ab’Y}  • 

après  avoir  remplacé  A et  B par  leurs  valeurs. 

Corollaire.  Lorsque  les  droites  données  se  rencontrent , cette 
distance  est  nulle  , et  on  a * 

(«  — •')( b'— b)  — (S  — P)  (a' — a) — o, 

relation  déjà  trouvée  (probl.  III),  et  qui  exprime  que  deux 
droites  se  coupent  dans  l’espace. 


1 
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- 11  • 

CHAPITRE  XVm. 


Transformation  des  coordonnées  en  trois  dimensions • 

ig3.  C_JE  chapitre  offre  pour  l’espace  des  formules  analogues 
à celles  que  nous  avons  données  dans  le  chapitre  III,  pour 
un  plan , formules  au  moyen  desquelles  on  peut  débarrasser 
l’équation  générale  du  second  degré  entre  trois  variables , de 
plusieurs  de  ses  termes , sans  lui  rien  faire  perdre  de  sa 
généralité» 

Problème  I.  Passer  dune  origine  à une  autre  , les  nou- 
veaux axes  étant  respectivement  parallèles  aux  premiers. 

Les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  rapporté^  à l’an- 
cienne , étant  a , b , c , on  a ces  relations 

x — a - f-  æ',  y — b y' , z — c -f-  z', 

x , y , z étant  les  coordonnées  primitives  , et  x\  y , z'  les 
nouvelles  coordonnées  parallèles  aux  précédentes , et  comptées 
de  la  nouvelle  origine. 

Problème  II.  Passer  d'un  système  de  coordonnées  rectan- 
gulaires à un  autre  système  de  coordonnées  aussi  rectan- 
gulaires. 

Soient  AX , AY , AZ  les  axes  d’un  des  systèmes , et 
x,  y,  z les  coordonnées  correspondantes  : soient  AX',  AY', 
AZ'  les  axes  d’un  autre  système,  et  a/,  y , z'  les  coordonnées 
correspondantes  ; 
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Que  l’axe  AX  fasse  avec  les  axes  AX',  A Y',  AZ'  les  angles 

t ir . 

* > * > * ; 

Que  l’axe  AY  fasse  avec  les  mêmes  axes , les  angle» 

C.C'.T; 

Que  l’axe  AZ  fasse  avec  les  mêmes  axes  „ les  angle» 

>»  y>  y- 

Par  l’extrémite  X de  l’axe  AX  = x , soit  conçu  un  plan 
n perpendiculaire  à AX;  on  aura  (191)  cette  équation  de  17  rap- 
portée aux  axes  AX',  AY',  AZ'  par  les  coordonnées  x',  y',  z', 

x = x’  cos  * + y'  cos  •'  + a'  cos  (1)  ; 

concevant  de  même  un  plan  n'  mené  par  l’extrémité  Y de 
l’axe  AY , et  perpendiculairement  à AY  ; un  autre  plan  17 
mené  par  l’extrémité  de  AZ , et  perpendiculairement  à AZ  ; 
on  aura  ces  deux  équations , 

y — x'  cos  S + y'  cos  C'  z'  cos  C*. . . . (2) , 

&É  =-xf  cos  y + y cos  y'  -f-  z'co sy" ...  .(3). 

Telles  sont  les  relations  entre  les  coordonnées  du  premier  * 
système  , celles  du  second  et  les  angles  entre  chacun  des  axes 
primitifs  et  les  axes  variés. 

Pour  avoir  les  relations  réciproques,  on  multipliera  les  deux 
membres  de  (1)  par  cos  »,  ceux  de  (n)  par  cos  £ , ceux  de  (3) 
par  cos  y , et  en  tenant  compte  des  relations  démontrées 
(chap.  XYII,  probl.  IX),  savoir  : 


cos3« 

-f-  cos*£  + cos”}-  = 1 . . 

COS  « cos 

/ 

et 

+ 

cos  S cos 

S'  -+-  cos  y cos  y'  = 0. . 

...(5), 

cos  » cos 

et* 

+ 

COS  £ 003 

C"  -f-  ços  y cos  y“  = 0 . . 

•••(S), 

on  trouve 

• 

x'  x 

co; 

[ * 

+ y cos 

C -f*  s cos  y 
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on  obtiendrait  pareillement. 


y = x cos  • -f-  y cos  f -f"  * cos  y' (8) 

il  p=  x cos  «"  + y cos  S"  -f-  a cos  3/ (g)  , 

# 

sous  les  conditions 

« . * 


eos1  *'  -f>  cos1  C -f-  cos1  je'  = i....(io)  j 
cos1*"  + cos1  S"  -f-  cos1  y"  = i....(n)  , 
cos  *'  cos  *"  -f-  cos  £'  cos  S"  + cos  3-'  cos  3/'  = o.  ...(12)  , 

Problème  III.  Passer  d'un  système  de  coordonnées  rec- 
tangulaires x,  y,  z à un  système  de  coordonnées  obliques 

y,  z'- 

Soit  ( Eg.  i5t)  ) M le  point  de  l’espace , rapporté  aux  axes  reo* 
{angulaires  AX , AY , AZ  par  les  coordonnées  rectangulaires 
x , y , z , et  aux  axes  obliques  AX',  AY',  AZ'  par  les  coor- 
données x',  y',  z'  ; la  ligne  AM  sera  , en  même  temps , la 
diagonale  de  deux  parallélépipèdes  , l’un  rectangle  construit 
sur  x , y , z.,.  l’autre  oblique  construit  sur  x',  y , z'  : on 
observera  que  le  plan  des  x' y'  n’est  pas  le  même  que  celui 
des  xy  , et  que  ces  deux  plans  ont  un  point  commun  qui  est 
l’origine. 

Soient  Am',  m'm"  , m" M les  trois  coordonnées  obliques 
x' , y',  il'  : si  des  points  M , m",  m',  on  mène  les  perpendi- 
culaires MP , m"p" , m'p'  sur  l’axe  AX , la  somme  des  trois 
projections  A p',  p'p",  p" P,  que  nous  désignerons  par  x,,  xu , x", 
sera  égale  à l’abscisse  x : on  aura  donc 

x = xy  + x„  -f-  x„ (i3). 

Pareillement  si  l’on  désigne  par  yt,  y,„ym\  z/ , zlt , zm,  les 
projections  des  trois  mêmes  coordonnées  sur  les  deux  autre», 
axes  Y et  Z,  on  aura 

y — yt+  y»+ 

? = z,  + + z. (»5), 


i 
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Si  l’on  dénote  par  (x',  x),  (x',  y),  (x',  z)  ; (y',  x) , (y,  y)  , 
(ÿ,  z)  ) (z',  x) , (z',  y) , ( z z)  , les  angles  de  chacun  des 
axes  AX',  A Y',  AZ'  avec  les  axes  primitifs  AX , AY , AZ , 
on  trouvera  facilement  (*) 

x,  = a/  cos(x',  x)  , y,  = x'  cos(x',  y) , z,  = x'cos(x',  z) , 
x,  =y  cos(y',  x)  , yn  —y'  cos(y' , y)  , z„  =y'  cos(y',  z)  , 
xa  = z'  cos(z',  x)  , yK~  *•  cos(z',  y) , zn~z  cos(z',  z). 

Ainsi  les  formules  (i3),  (14)  et  (i5)  deviennent 
x = x'cos  (x',  x)  .y' cos  (y,  x)  -f-  z'cos  (z',  x)-» 

y = jc'cos  (x',  y 4-  y cos  cy,  y -i-  z'cos  (z',y>...(i6). 

z = x'  cos  (x',  z)  -f*  y cos  (y,  z)  -f-  z'cos  (z',  z)  J 
On  a en  même  temps  les  six  équations  de  condition  , 

cos*  (x',  x)  -f-  cos*  (x',  y)  -f-  cos*  (x',  z)  = il 

cos* (y,  x)  -f-  cos*  (y,  y + cos* (y,  z)  = 1V...07). 

cm%  (z',  x)  -f-  cos*  (z',  y)  -f-  cos*  (z',  z)  = 1) 

cos  (y,  z') — cos(y ,x)cos(  z,,x)-i-cos(y1ycos(  yyn 

-4-cos(y,  z)cos(z',  z)I 

cos  (x',  z')  = cos(x',  x)cos(  z',x)+cos(x',y)cos(  z',y) f ^ J ^ 

-|-cos(x',  z)cos(  z',  z)f 
cos  (x',y) = cos(x',x)cos(y,x)+cos(x,,ycoscy,y\ 

-f-cos(x',  z)cos(y',  z)  J 


(*)  Ces  égalités  sc  déduiront  de  cette  propvie'tc.  Soit  (fig.  160)  une  ligne 
droite  MM'  situe'e  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace  , et  qni  ne  soit 
pas  dans  un  même  plan  avec  l’axe  AX  : si  par  M , on  mène  une  parallèle 
Mm  à AX , AX  et  Mm  seront  dans  un  même  plan  : du  point  M'  abaissons 
une  perpendiculaire  MTV  sur  ce  plan,  cl  de  N'  sur  Mm  une  perpendiculaire 
N'm  qui , prolongée  , le  sera  en  n'  sur  AX  : on  sait  qu’en  joignant  M*  avec 
m et  n';  les  lignes  M'm  et  M'n'  seront  perpendiculaires  sur  Mm  et  AX:  ainsi 
v nn'  étant  la  projection  de  MM'  sur  AX  , on  aura 

Mm  as  nn'  = MM'  cos  M'Mm. 
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Remarque.  Les  formules  (16)  servent  encore  à passer  d’m» 
système  de  coordonnées  x , y,  z rectangulaires  à un  autre 
système  de  coordonnées  x',  y'  z'  pareillement  rectangulaires  ; 
mais  alors  dans  les  équations  de  condition  (18),  on  a 

cos  (y,  z')—o,  cos  ( x',  z'  ) = o , cos  (x',  y')  ==  o. 

Dans  les  formules  (16),  on  peut  remplacer  les  neuf 
angles  (x',  x),  (y',  y),  etc.  par  trois  angles  seulement, 
savoir,  i°.  l’angle  entre  l’axe  des  x'  et  sa  projection  sur  le 
plan  ( x,  j)  ; 20.  l’angle  entre  cette  projection  et  l’axe  des  x ; 
3°.  l’angle  d’inclinaison  du  plan  (x 'y)  sur  le  plan  (xy) , don- 
nées qui  suffisent  en  supposant  les  trois  nouvelles  coordonnées 
x' , y,  z!  rectangulaires. 

Soient  (fig.  161)  AX',  AY',  AZ'  les  nouveaux  axes  rec- 
tangulaires entr’eux,  et  Alt  la  trace  du  plan  (a/y')  dans  le  plan 
(x>.y)j  concevons  une  sphère  dont  le  centre  soit  en  A,  et  dont  le 
rayon  AT  = 1 ; et  imaginons  des  arcs  de  grands  cercles  TQ, 
QRS,  TR , TS  : les  côtés  TR , TQ  , RQ  du  triangle  sphé- 
rique TRQ  seront  respectivement  (x',  x ) et  ç> , et  l’angle 
en  R dans  le  triangle  sphérique  TRQ , lequel  est  celui  des  deux 
tangentes  en  R aux  arcs  RT , RQ  , sera  l’angle  6 d’inclinaison 
du  plan  TAR  sur  QAR , ou  du  plan  ( xy ')  sur  le  plan  (xy)  ; 
ainsi  le  triangle  sphérique  TRQ  fournira  une  relation  entra 
(x',  x)  , -J/,  q>  et  fl. 

Le  triangle  sphérique  STR  dans  lequel  l’arc  ST  = (x',  y), 

TR  — SR  ==  - — QR  =- — <f , et  l’angle  TRS  = x — 9 

a a 

fournira  une  relation  entre  (x',y)  , -4-,  <p  et  S. 

Si  par  l’axe  des  z et  par  celui  des  x',  on  fait  passer  un  arc 

de  grand  cercle  ZTP  = ^ , le  triangle  sphérique  PRT  rec-> 

tangle  en  P,  donnera  une  relation  entre  PT  = ^ — (x',  z), 
TRP  = 6 et  TR  = 4,.  ■ 

Ayant  ainsi  évalué  ços  (x',  x) , cos  (x',  y),  cos  (x',  z)  ^ 


EN  TROIS  DIMENSIONS,  3 

et , de  la  même  manière  , cos  {y , x),  cos  (y',  y) , cos  (y,  z), 
cos  ( z' , x)  , cos  (z', y) , cos  (a',  a)  en  lignes  trigonométriques 
relatives  aux  angles  , ç , Q , on  en  portera  les  valeurs  dans 
les  formules  (iG),  et  on  obtiendra  les  formules  cherchées. 

Cette  formule  démontrée  ( Trig.  sphér.  ) , 

% 

cos  a = cos  b cos  c -}-  sin  b sin  c cos  A (M)  » 

* 

dan3  laquelle  a , b , c sont  les  côtés  d’un  triangle  spberique  , 
et  A l’angle  opposé  au  côté  a , donne  pour  le  triangle  RTQ, 

a = TQ  = (x',  x),  b — TR  = 4', 

c = RQ  = <p  , A = TRÇ>  = fl  > 

et  conséquemment, 

cos  (x',  x)  = cos  ^ cos  <p  •+-  sin  41  sin  ^oos  fl Os)* 

Pour  le  triangle  STR,  on  a , 

a = ST  — (x',  y)  j b — SR  = - — • 0 > 

c ==  TR  = *,  A TRS  = *•  — fl, 

et  conséquemment , v • 

cos  = sin  <p  cos  ^ — cos  ç sin  ^ cos  8,*  • -(no). 

Dans  le  triangle  PRT  , rectangle  en  P,  on  part  de  cette 
propriété,  que  les  sinus  des  angles  sont  proportionnels  aux 
sinus  des  côtés  opposés , ensorte  que 

sin  TRP  : sin  TPR  ” sin  TP  : sin  TR. 

Mais  * 

TRP  = Ô , TPR  = - , TR  = TP  = - — (x,  a); 
.2  2 

donc 

> 4 cos  (x',  z ) =s  sin  ^ sin  fl: . . . .(ai). 

Evaluons  cos  ( y x),  cos  (y,  y ) , cos  (y,  z ).  Soit  A Y' 
(fig.  162)  l’axe  des  y',  perpendiculaire  à celui  des  x'  : dans 
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les  deux  triangles  sphériques  URQ , URS , on  a 

UQ=(/,x),  UR=ÜT  + TR=î+^,QR=lp,URQ=fl> 
IIS  = ( y y),  RS  = QS— QR  = | — < p et  URS  = ^ — 8 : 

or  en  faisant  dans  la  formule  (M) , pour  le  triangle  URQ , 

a = ( y , x),è  = ^ + 4/,c  = p,A  = fl,  on  trouve 
* \ 

cos  (y ' , x)  = — - sin  4*  cos  <p  -f-  cos  4<  sin  <p  cos  fl. . . .(22), 

et  pour  le  triangle  URS  , a=(y,y)  , b — — — <p,  c=4,~h~i 
A = w — fl,  , 

cos  (y,  y)  = — sin  p sin  4'  — cos  p cos  41  cos  A (23). 

Si  par  les  axes  z et  y',  on  conçoit  un  arc  de  grand  cercle  jus- 
qu'au plan  ( xy ) qu’il  rencontre  en  L,  l’arc  ZUL  sera  r=  ^ : dans 
Je  triangle  sphérique  rectangle  URL , on  a 

.sin  UL  : sin  URL  ;;  sin  UR  1 ; 

mais 

UL=-  — ZU  = - — (y',*),  UR=-  + 4',  URL  = fl  : 

2 2 J 2 

donc  la  proportion  précédente  donne 

cos  (y'}  2)  = sin  8 cos  4- (24). 

Evaluons  enfin  cos  (*',  x),  cos  ( 2',  y),  cos  (z',  z). 
Soit  (fig.  1 63 ) AZ'  l’axe  des  z'  perpendiculaire  au  plan  (x'y); 
si  l’on  imagineles  arcs  de  grands  cercles  VNQ  dans  le  plan  (z'x). 


1 • 
L- 
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TRK  dans  le  plan  (x'y') , et  VSK  dans  le  plan  ( zy );  les  deux 
triangles  sphériques  WRQ  , KSR  seront  visiblement  rectangles  , 
l’un  en  N , l’autre  en  K ; car  , 1°.  dans  le  premier , 1 arc 
TRK  est  décrit  dans  le  plan  (.x'y),  et  cet  arc  est  rencontré  à 
angle  droit  par  l’arc  VQ,  décrit  dans  le  plan  (s'x)  par  le  rayon 

( 


I 


EN  TROIS  DIMENSIONS. 
AV,  perpendiculaire  au  plan  (x'y')  ainsi 

(*',  = l + NQ, 


349 


d’où  • 

NQ  = (*>  *)~l,  QR  = <p  > NRQ  = 9, 

on  a la  proportion  y 

sin  NQ  : sin  QR  sin  NRQ  î 1 ; 

donc 

— cos  (a',  a:)  = sin  p sin  A (a5). 

i i°.  Dans  le  triangle  KRS,  l’arc  TRK  décrit  dans  le  plan 
(x'ÿ),  est  rencontré  à angles  droits  en  K , au-dessous  de  (xy)  , 
par  l’arc  VSR  décrit  dans  lè  plan  (a 'y)  par  le  rayon  AV , 
perpendiculaire  à (xy')  ; donc 

(a',  y)  = VK  - SR  = l - SK, 

d’où 


RS  = ï—  (a',  y),  RS  = - — $ , KRS  = NRQ  — S* 
donc 

sin  KS  : sin  SR  sin  KRS  î I , 

d’où 

cos  (a',  y)  = cos  <p  sin  9 (26). 

Enfin  l’angle  (a',  a)  est  l’angle  entre  les  plans  ( x y ' ) et  (xy) 
quenous  avons  appelé  6 ; donc 

cos  (a',  a)  = cos  Ô ; (27). 

La  substitution  de  ces  cosinus  dans  les  formules  (ifi),  donne 
les  suivantes, 

x = x'  ( cos  9 sin  ÿ sin  4'  -)-  cos  ç cos  4')') 

+ y'  ( cos  S sin  ç cos  4'  — cos  <p  sin  4”  ) / 

— z'  sin  fl  sin  q , I 

y — x'  ( sin  <p  cos  4/  — cos  ô cos  ç sin  4>  )a*  • , 

— y ( cos  9 cos  9 cos  4'  + sin  ç sin  4*  )[ 

+ a'  sin  ô cos  ç , .1  . 

* = x'sinflsin  4'+y'  sin  9 cos  4"f  a ' cos  8,  J 
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desquelles  on  déduit 


x'  = 


y = 


x ( cos  9 sin  <t>  sin  4 -j-  cos  <p  cos  4 ) ' 
+ y ( sin  ç cos  4"  — cos  ô cos  <p  sin  4 ) i 

-J-  z sin  9 sin  4 > / 

x (cos  9 sin  <p  cos  4'  *—  cos  p sin 40) 
— y ( cos  9 cos  <p  cos  sin  p sin  4 )j 

+ z sin  9 cos  <f> , 


•(29)- 


z'  = — x sin  9 sin  ç +y  sin  9 cosp-j-zcos  9 , ) 

Pour  faire  coïncider  les  formules  ( 28  ) avec  celles  de 
M,  Laplace  , il  faut  changer  4 en  <p  , et  réciproquement  , 
faire  sin  9 négatif,  et  prendre  la  valeur  de  y en  moins  , chan- 
gemens  qui  résultent  de  la  disposition  des  axes.  Si  de-  plus  on 
fait  <p~  o pour  faire  rentrer  l'axe  des  x'  dans  le  plan  (xy) , 
on  aura 


x=  x'  cos  4-+ / cos  9 sin  4 -f"  d sin  9 sin  4 ï 

y = — x'  sin  4 + y cos  9 cos  4 + sin  9 cos  4 z (3o)  , 

a = — y sin  9 -f-  z'  cos  9 J 


formules  dans  lesquelles  9 représente  toujours  l’angle  entre 
les  plans  {x y') , (xy)  , et  4 l’angle  de  l’axe  x'  dans  le  plan  (xy) 
avec  l’axe  des  x.  • 


Si  dans  les  formules  (28),  on  fait  4 = o>  hypothèse  qui 
fait  rentrer  l’axe  des  x dans  le  plan  (xy) , et  si , en  même 
temps  , on  fait  z’  = o , on  retombe  sur  des  formules  que  nous 
trouverons  immédiatement  dans  le  problème  suivant. 


Problème  IV.  Une  surface  étant  rapportée  à trois  axes  rec- 
tangulaires x , y , z , trouver  les  formules  propres  à donner 
ï équation  de  la  courbe  d intersection  de  cette  surface  par  un 
plan  donné  de  position  par  f angle  de  sa  trace  dans  le  plan 
(x,  y)  avec  taxe  des  Xy  et  par  son  inclinaison  sur  le 
plan  (x,  y). 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x'  la  trace  du  plan  de  la 
section  dans  le  plan  (x,  y) , et  celui  des  y'  contenu  dans  le 
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•plan  coupant,  sera  perpendiculaire  à l’axe  des  x'  : Comme  nous 
ne  considérons  que  les  points  de  la  section,  nous  ferons  z'  = o. 
Si  l’on  désigne  par  ç l’angle  (x',  x)  , et  par  6 l’angle  entre  les 
plans  (x'  y')  et  (x  y),  les  formules  (iG)  deviendront  d’abord 

x = x'  cos  9 y'  cos  ( y'>  x)  t 
y = x'  sin  <p  -+•  y cos  (/,  y)  , 
z ==  y sin  9 , 

en  observant  que  cos  (x',  »')xo,  ( x',  y)  — <p , 

(y,  z)  — ^ — 8.  Alors  la  troisième  des  équations  (18) 
devient 

o = cos  <p  cos  (y,  x)  + sin  <p  cos  ( y ^); 

à cause  de  cos  (x',  z)  ~ o , et  la  seconde  des  équations  (17) 
se  réduit  à 

cos» (y,  x)  -f-  cos1  (y,  y)  — 1 — sinaÔ  = cos* fl: 
on  tire  de  là 

cos  (y,  x)  ss  sin  <p  cos  8 , 
cos  (y,  y)  = — cos  Ç cos  8 ; 

conséqüemment  les  formules  ci-dessus  deviennent 

x — af  cos  <P  + y sin  ? cos  6 
y •==.  x’  sin  $ — y cos  ^ cos  8 
2 = y sin  8 

Problème  V.  Énoncer  les  coordonnées  rectangulaires  de 
tout  point  de  t espace , au  moyen  du  rayon  vecteur  de  ce 
point , de  t angle  entre  ce  rayon  vecteur  et  sâ  projection 
horizontale , et  de  T angle  entre  cette  projection  horizontale  et 
taxe  des  abscisses. 

Lorsqu’une  droite  R passe  par  l’origine  des  cordonnées , et 
que  x , _y , 2 sont  les  coordonnées  d’un  de  ses  points , on  a 

* = Rcos(R,x),  ^ = Rcos(R,y,  z = Rcos(R,  2), 
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35 fl  transformation  des  coord,  en  trois  dimensions. 
or  de  ces  trois  angles  , deux  seulement  sont  indéterminés , à 
cause  de  la  relation  connue, 

cos“(R,  x)  + cosa(R,  y)  + cos*(R,  z)  = 1. 

La  droite  R se  nomme  le  rayon  vecteur  du  point , et  l’origine 
A est  le  pôle  d’où  partent  les  rayons  vecteurs  des  difFérens 
points  de  l’espace. 

Lorsqu’on  projette  le  rayon  vecteur  sur  l’un  des  plans  coor- 
donnés , sur  le  plan  (xy)  , par  exemple  , la  position  de  ce  rayon 
est  donnée  par  l’angle  9 qu’il  fait  avec  sa  projection  horizon- 
tale , et  par  l’angle  <p  de  cette  projection  avec  l’axe  des  x. 
Ainsi  R étant  la  longueur  de  ce  rayon  vecteur , et  r celle  de 
sa  projection  , on  a 

. r = R cos  9 ; t 

si  de  l’extrémité  de  r,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
les  trois  axes,  les  points  où  elles  rencontrent  ces  axes , seront 
les  mêmes  que  ceux  où  aboutissent  les  perpendiculaires  menées 
de  R sur  les  mêmes  axes  : on  aura  donc 

x = r cos  <p  , y = r sin  ç>  , z = R sin  9 ; 

donc 

.r  =R  cos  6cos  <p , _y=s  R cos 9 sin p,  z = R sin  fi. 

On  tire  de  là 

x cos  9 cos  <p  y cos  9 sin  <p 

z ~ sin  9 * z ~ " sin  9 

Remarque.  Les  formules  (16)  servent  à énoncer  la  distance 
de  l’origine  à un  point  x , y , z , en  coor- 
données obliques  du  même  point  : à cet  effet,  remplaçant 
x,  y,  z par  leurs  valeurs  (16),  et  réduisant  d’après  (17) 
et  (18)  , on^trouve 

d*  = x '*  + y'1  + z + z'a  -f-  2 x' y'  cos  ( x ',  y ')  t 

-f-  2 x'z'  cos  (x',  z'  ) -f-  ay'z'  cos  (y , z'  ) . . . . (32) . 
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DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


CHAPITRE  XIX. 


Discussion  des  surfaces  représentées  par  l’équation  la 
plus  générale  du  second  degré  entre  trois  variables. 

»94-  On  a vu  dans  ce  qui  précède,  que  les  équations  du 
premier  degré  entre  trois  variables , représentent  des  surfaces 
planés  ou  des  plans , comme  les  équations  du  premier  degré 
entre  deux  variables  , représentent  des  lignes  droites  : en  pas- 
sant des  lignes  droites  aux  lignés  courbes  du  premier  ordre , 
ou  aux  lignes  du  second  degré  , l’équation  prend  trois  termes 
de  plus  , savoir , les  termes  des  carrés  et  du  rectangle  des 
var^des  : on  passera  donc  à des  surfaces  courbes  qui  seront 
diflPdu  premier  ordre  , ou  du  second  degré  , en  ajoutant 
à l’équation  du  plan , les  termes  des  carrés  et  des  rectangles 
des  variables.  Ainsi  nous  aurons  cette  équation  la  plus  géné- 
rale du  second  degré  entre  trois  variables , 

A-z^-j-By a-f- Cz’-f- D.ry+Ey  z-f-Fx  z-j-Gx-f-Hy-J-Iz  z=  L . . ,(i;, 

ou  en  divisant  par  L , 

— l (2), 

les  axes  des  x , y et  2 étant  rectangulaires  entr’enx. 

ig5.  Puisque  deux  de  ces  variables  peuvent  être  prises  à 
volonté , on  pourra  résoudre  l’équation  par  rapport  à la,  troi- 
sième qui  sera,  par  exemple,  z,  ensorte  que,  pour  un  système 
de  valeurs  de  x et  dey/  , on  conclura  deux  valeurs  de  2,  et  par 
conséquent  deux  points  de  la  surface,  si  cependant  les  deux 
valeurs  de  z sont, réelles. 
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La  résolution  de  l’équation  (2)  par  rapport  à z , diSnne 


— _ cy+/x  + 1 -j- 


2 C 


VI 


par  rapport  à y , donne 

y=-^+ll+K-±vi 

par  rapport  à x , donne 

_ _ dy+fi+f; 


X : 


2a 


± VI 


D. 


3, 


3 : 


or  les  parties  rationnelles  de  ces  valeurs , étant  représentées  par 
Z , Y , X , on  a ces  trois  équations 

2 _ ey  + f.r  -f  i 

2C  ’ 

.4  v dx  + ez  + h . 

a b 


X—  — fo  + /z+g 
2a  ’ 


• 1 


qui  sont  à trois  plans  dont  chacun  divise  également  les  cordes 
comprises  dans  la  surface  , respectivement  parallèles  aux  axes 
des  z , y , x.  Ces  plans  symétriques  se  coupent  en  un  point 
qu’on  nomme  centre  de  la  surface,  et  dont  on  trouve  les  coordon- 
nées , en  notant  z et  Z par  y Æy  et  Y par  S,  x et  X par  « , 
et  évaluant  y,  £,  a.  au  moyen  de  ces  trois  équations 

2cy  -f-  eS  -f-  f*  -f-  i o , 
zb*  -f-  d*  -f-  ey  -(-  h = o , 

' 2a*  -f-  d%  -f-  fy  + g = o. 

Lorsque  ces  valeurs  de  * , C,  y seront  finies  , la  surface  ad- 
mettra un  centre  ; dans  le  cas  contraire  , ce  point  ne  pourra 
exister. 
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196.  Nous  allons  prouver  qu’en  passant  d’un  système  à un 
autre  système  d’axes  rectangulaifes , et  en  déplaçant  l’ori- 
gine , on  peut  réduire  l’équation  (2)  à cette  forme  très-simple 

Lx*  -f-  Mya  -f-  Nza  = 1 ; 

en  effet,  on  introduit  ainsi  six  indéterminées  , savoir,  les  trois 
angles  4 > ô , <p , et  les  trois  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine  rapportée  à l’ancienne  , au  moyen  desquelles  on  peut 
faire  disparaître  six  des  dix  termes  de  l’équation  (2). 

Si  dans  l’équation  fa)  on  substitue  d’abord  pour  x ,y,  z les  * 
formules  (3o),  trouvées  (chap.  XVIII)  , savoir: 

x = x'  cos  4-  cos  8 sin  4 + z'  sin  fl.  sin  4/ , 
y = — x!  sin  4 +y  cos  Ô cos  4 + z'  sin  ô cos  4* , 
z = — y sin  fl  -f-  z'  cos  fl  , 

on  obtiendra  une  transformée  toujours  du  second  degré  en 
x 1 y z',  dans  laquelle  les  coefiiciens  des  variables  renfer- 
meront les  angles  4 et  9 avec  a , b , c. ...  : les  facteurs  des 
rectangles  xV,  yV,  égalés  à zéro,  seront 

2 (a — b)  sin  9 sin  4 cos  4'  4-  cos  fl  (/ cos  4 — e sin  4 ) 

— dsin  fl  (sin*4  — cos’4)  = o (3)  , 

r . » * . 

2 sin  fl  cos  fl  (a  sin“4  -f-  Z>cos“4  -f-  d sin  4 cos  4 — c ) « 

— (sinafl — cosafl)  (f  sin  4 + e cos4)=  o (4), 

et  il  s’agit  de  prouver  la  réalité  des  angles  4 et  ô.  A cet 
effet , qu’on  divise  (3)  par  cos  fl , et  (4)  par  sin  fl  ços  fl , et 
on  aura 

/ • t t sin  ô * , sin  fl  , , . 

2 (a— b)  sin  4 cos  4 — d - (sina4  — cos“4  ) 

cos  fl  cos  fl  / 

+/ cos  4 — e sin  4 = o (5), 

2 ( a sin*4  + b cos“4  + d sin  4 cos  4 — c ) 

/sin  ô cos  6\  , . . , 

~Wâ  -7-'ê;(/stn4'+ecos4)  =o...(G). 

23.. 
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9 


— tang  fi  = 


e sin  4*  — f cos  4 


cos  0 " 2 (a  — à ) sin  4 cos  4 — d ( sin24  — cos*4  ) * 

substituant  cette  valeur  de  tang  ô dans  (6) , on  trouve 

a ( a sin24  -+-  b cos54  4-  d sin  4 cos  4 — e ) 
f sin  4 -f-  e cos  4 
__  e sin  4"  — / cos  4* 

a (a  — b)  spi  4'  cos  4' — d sin*  4 — cos*4 ) 
a (a  — b ) sin  4 cos  4 — d.  (sin*  4 — cos“4  ) 
e sin  4"  — J cos  4 ’ 

c’est-à-dire  , 

(/sin4+ecos4)f(esin4 — f cos4)*  i % ) 

1 — £a(a — b)  sin 4^ cos 4' — d(sin*4— cos“4)]aJ 
= 2 (esin4 — /cos 40  [a  (a — b)  sin4cos4 — d!(sin“4 — cos*4)3 

Qasin“4,+icos!4,+<^sin4'cos4' — e], 
ou 

(/ sin4-t“ecos4)  (esin4 — / cos  40“ 

— — b)  sin  4/ cos  4" — d(sin*4 — cos*4)D  > 

Ca (a— b)  sin4,cos  4 — d (ain*4 — cos*4)(/sin4+  ecos4)“]_ 
-f-a(esin4 — / cos4)(usin*4-H>  cos*4+^s*ri4cos4 — c)_J 

divisant  cette  équation  par  cos'Nf- , on  trouve 

o ='(£*:*+.)  L &*-/)' 

\ cos  y / \ cos  y / 

. - cos*4  r= («  - ^ !ïï4  - d - , yi 

L £054-  \C0S*  4'  AJ 

r,(— .«  “-t  -s(ïï£4  - 01  (f—i + 0 

j__  7 cos  4'  \cos*4  /_J  v cos  4 / 

+2  (c  sEi  _ a („  + j + i ™+ _ ■ ' • y 

\ cos  4 / \ cos'4  cos  4 cos*  4 J 
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Faisant 

sin  J/  . , „ . i 

— tang  J/  = u , d ou  cosa  4 = ; , 

cos  if/  ° . * 1 4-  uJ 

cette  dernière  équation  devient , après  les  réductions , 

(fu  + e)  ( eu—fy — [a u(a  — 6)  — dif+d'] 

£ de-\-  zcf — a bf-\-  u (a ae — ace — df)J  = o .(7)  : 

comme  elle  est  du  troisième  degré  , c’est-à-dire , d’un  degré 
impair , elle  fournira  au  mpins  une  valeur  réelle  de  u , on 
de  tang  4 ( Alg. , ire  sect. , chap.  28  ) , et  l’angle  4 étant  dé- 
terminé, l’équation  (3)  qui  n’est  que  du  premier  degré  par 
rapport  à tang  9 , donnera  aussi  une  valeur  réelle  de  cette 
tangente.  Ainsi , par  cette  première  transformation , l’éqnation 
(a)  est  réduite  à la  forme 

a'x'*+b'y''+c'z'*+d?x'y'+g'x'+h'y'+ïz'  —1 (8). 

Il  sera  facile  de  faire  disparaître  le  rectangle  x'y',  et  pour 
cela  , il  suffira  de  changer  la  direction  des  axes  x'y'  dans  leur 
plan , ce  qui  se  fera  au  moyen  des  formules  connues  qui 
font  passer  dans  un  plan  d’un  système  à un  autre  système 
d’axes  rectangulaires  ; ensorte  qu’on  aura  pour  transformée 

by*+ c"z"‘+ g"x"+  ky+  »v = 1 ....  (9)  5 

enfin  en  changeant  l’origine  des  coordonnées  par  ces  formules 

x = « + x"',  _ /=  C + /",  z = y + z'", 

(chap.  XYIU  , probl.  I ) , « , G , y étant  les  coordonnées  de  la 
nouvelle  origine  rapportée  à l’ancienne , on  obtient  cette  der- 
nière réduite 

Lxa  -f-  My*  -f-  Na“  — 1 = o (10)  : 

en  supprimant  les  accens  des  variables.  Les  axes  des  x , y 
et  z sont  nônimés  axes  principaux  de  la  surface,  et  l’ori- 
gine est  le  centre  de  la  surface. 
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197.  On  trouve  dans  le  troisième  numéro  de  la  Correspon- 
dance sur  f École  Polytechnique , un  Mémoire  très-intéressant 
de  M.  le  professeur  Bourdon,  sur  cette  question  : Détermination 
des  axes  principaux  dans  les  surfaces  du  second  degré , et  en 
particulier,  dans  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  de  révolution  : 
nous  croyons  devoir  le  faire  connaître  ici  en  son  entier. 

On  a vu  [chap.  XVIII,  form.  (16)]  que  x , y,  z étant  le» 
trois  coordonnées  rectangles  d’un  point  quelconque  , et  x , y , z' 
trois  autres  coordonnées  aussi  rectangles  du  même  point, 
ayant  même  origine  que  les  premières,  on  avait  ces  formules 

x — mx'  -j-  m'y  ’ -f-  m"z, 
y = nx'  -f-  n'y'  -j-  nz', 
z = px'  -f  p'y'  + pV, 

, d * 1 

m , n,  p , m',  n,  p',  m",  n",  p",  tenant  lieu  de  cos  (a/,  a:)  , 

cos  (x',  y) , cos  (x',  z)  , cos  (y,  x) , cos  (y,  y) , cos  (y,  z)  , 
cos  (z',  x)  , cos  (z',  y) , cos  (z',  z)  ; et , en  même  temps , les 
relations  suivantes  * 

m2  -f-  n*  4"  p1  = t î 

m'2  4.  + p'>=  1 \ (11), 

m"2  + n"2  + p"1  = 1 j 

Tnm'  -f-  nn'  + pp'  = o \ 

t mm"  -f-  nn"  •+•  pp"  = 0 V. (ta)  , 

mm." 4-  nn"  + p'p"  — o j - 

qui  ne  sont  que  les  formules  (17)  et  (18)  [chap.  XVIII3  > 
sous  les  désignations  ci-dessus  , et  sous  les  hypothèses 

cos  (y',  z.')  — o,  cos  (z',  i')  = o,  cos  (jy',  x')  = o , 

pour  dire  que  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  x,  y , z dans  l’équation  (1)  , 
et  qu’on  forme  les  coefficiens  des  rectangles  y'z’,  x'z',  x'y' 
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pour  les  égaler  à zéro , on  aura  ces  trois  équations 

zCp'p“+zBn'n"+  aAm'm"-f-  E ( n'p"-\-pn") 

. + F (m>"+  p'm") 

-f-  D (m'n"-f-  n'm")  = o , j 

a Cpp"  -f-  zBnn"-\-  zAmm"  -f-  E ( np"  pn"  ) 

+ F (mp"+'pm")  \ (t3) 

-f-D(mn"-f-nm”)  = o ,[ 
sCpp'  -f-  2B7 in!  + 2 A mm!  -f-  E ( np'  -\-pri  ) 

-j-  F ( mp'  -1-  pm'  ) 

-j-D  ( mn  -\-nm’  ) — o,j 

et  pour  abréger , 

N = o , N'  = o , N"  = o. 

* • 

Il  s’agit  de-  déterminer  m , n , p , m',  etc.  Si  l’on  multiplie 
•la  seconde  des  équations  (i3)  par  m',  et  la  troisième  par  m ", 
qu’ensuite  on  les  retranche  l’une  de  l’autre , on  aura  celle-ci 

( aCp  + En  -f  Fm  ) (mp"  — p'm“  ) 

+ ( 2Bn  -j-  Ep  -f-  Dm)  ( m'n" — n'm ")  =s  o....(i4): 


multipliant  de  nouveau  la  seconde  équation  (i3)  par  n',  et 
la  troisième  par  n",  puis  retranchant  le  second  produit  du 
premier , il  vient 

( 2C p -f-  En  + Fm)  ( p'n" — np"  ) 

-f-  (zAm  -f-  Fp  -f-  DtP)  ( m'n ' — n'm")  = o (1 5). 

Or,  si  l’on  multiplie  les  deux  premières  équations  du  groupe 
(12)  , d’abord  par  m"  et'  m',  puis  par  n"  et  n',  et  qu’on 
retranche  le  second  produit  du  premier , on  trouvera 

n ( m'n"  — n'm")  -J-  p ( mp " — p'm")  = o, 
m ( m'n"  — n'm”)  -f-  p (p'n"  — np"  ) — o , 


m 
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S6o 
d’où 

mp"  — p'tn"  _ n p'n"  — n'p"  m 

— “T  • 

771  Tl  71/71  p 771  II  Il  TR  p 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (14)  et  (i5),  et 
réduisant , il  vient  * * 

2 (C — B ) np-f-  E (n2 — p2)  + F mn  — D mp  — o (16)  , 

2 (C— A)  mp-+-  E mn  +F  (m.1 — p2)  — Dnp  = o (17) 

si  du*  produit  de  la  seconde  de  ces  équations  par  n,  on  re- 
tranche celui  de  la  première  par  m,  on  aura  celle-ci 

a (B — A)  mn  4-  E mp  — Fnp  4-  D (m2 — n3  ) = o (18)  , 


que  l’on  pourra  substituer  à l’une  d’elles. 

Deux  quelconques  des  équations  (18),  (17),  (18),  com- 
binées avec  la  première  des  équations  (11),  savoir, 

m2  4-  n1  4-  p2  :=  1 . . .(19) , ( , 

donneront  les  valeurs  de  m , n’,  p.  ' 

A cet  efFet , posons 

m n ,,  , 

— ~ t , ~ = u , dou  771  = pt,  n ~ pu.'. 


l’équation  (19)  donnera 
1 


P = 


V/i4-h*4-m*’ 


l/i-K4-u2’ 


y/  i4-tJ4-W* 


.(20), 


et  les  équations  ( i G ) , (17),  (18)  se  changeront  dans 
celles-ci 


Eu1  -f-  Fut  4"  3 ( C — B ) u — Df  — E = .0 (ai), 

Ft2  4*  Fut  4-  2 (C  — A)  t — Du  — F = o (22) , 

Dt2  — Du2  4-  2 (B — A)  ut  -f-  Et  — Fu=  o (s3),  ‘ 

dont  la  dernière  est  comprise  dans  les  deux  autres. 
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Si  l’on  prend  dans  la  première  la  valeur1#'  t , rt  qu’on  la 
substitue  dans  la  seconde , le  terme  affecté  de  u*  disparaîtra  , 
et  il  restera,  pour  déterminer  u , une  équation  du  troisième  ‘ 

• degré,  ayant  au  moins  une  racine  réelle;  d’où  il  suit  que 
chacune  des  quantités  t , m , n , p aura  aussi  une  valeur  réelle  : 
nous  formerons  bientôt  cette  équation  en  u. 

Observons  maintenant  que  si  l’existence  simultanée  des 
équations  (14)  et  (i5),  et  des  deux  premières  équations  du 
groupe  (ia),  entraîne  celle  des  deux  équations  (16)  et  (17)  , 
réciproquement  l’existence  simultanée  des  équations  (16)  et 
(17)  et  des  deux  premières  équations  du  groupe  (ta),  entraîne 
celle  des  équations  (i4)  et  (1 5) , et  par  conséquent  des  deux 
dernières  équations  (i3),  savoir,  N'=o,N"=o. 

11  résulte  de  là  que  si  on  rapporte  la  surface  à trois  nou- 
veaux axes  rectangulaires , en  prenant  pour  axe  des  x,  la  ligne 
qui  répond  aux  valeurs  réelles  de  m , n , p trouvées  ci-dessus , • 

comme  ces  valeurs  vérifient  deux  quelconques  des  trois  équa- 
tions (16) , (17)  et  (18)  , en  même  temps  que  les  deux  premières 
du  groupe  (îs)  , elles  vérifieront  en  même  temps  les  deux 
dernières  équations  du  groupe  (i3),  savoir,  N'  = o,  N"  = o; 
c est-à-dire  que  l’équation  de  la  surface  sera  privée  des  rec- 
tangles en  x'z'  et  x'y’,  et  qu’ainsi  , après  la  suppression  des 
accens , elle  prendra  la  forme 

Mx1  + M'y  + M V + Nyz  + Px  + P'y  + P"z+  Q=o, 

et  nous  avons  vu  plus  haut  qu’on  pouvait  passer  de  cette  trans- 
formée à une  autre,  débarrassée  du  rectangle. 

Les  équations  (11),  (ta)  et  (i3.)  étant  symétriques  par 
rapport  à m,  rt,p,  m' , n',  etc.,  si  on  élimine  soit  m',  n',  p', 
soit  m.',  n",  p"  par  une  méthode  analogue  à la  précédente  , on 
parviendra  à trois  équations  qui  seront  (16),  (17)  et  (18), 
en  y changeant  m,  n , p en  m',  n',  p,  ou  m",  n ",  p". 

Il  résulte  de  • là  que  l’équation  du  Aoisième  degré  en  u , 
ne  doit  pas  plutôt  donner  la  racine  d’où  dépendent  les  quan- 
tités m,  n,  p , que  les  deux  racines  d’où  dépendent  les  quan- 
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tilés  m',  ri,  p\ 

trois.  Et  comme  nous  venons  de  démontrer  l’existence  de  trois 
axes  différens  par  rapport  auxquels  l’équation  de  la  surface 
perd  les  termes  des  trois  rectangles,  il  s’ensuit  que  les  trois 
racines  de  l’équation  en  u doivent  être  réelles  ; 2°.  que  chacune 
d’elles  substituée  en  même  temps  que  la  valeur  correspondante 
de  t dans  les  expressions  (20)  , donnerait  la  première  les  valeurs 
de  m,  n , p qui  répondent  à l’axe  des  x , par  exemple,  la 
seconde , celles  de  m',  ri,  p'  qui  répondent  à l’axe  des  y , et 
enfin  la  troisième , celles  de  m",  n",  p"  qui  fixent  l’axe  des  z , 
et  tels  sont  les  trois  axes  principaux  de  la  surface.  . 

Pour  former  l’équation  en  u,  soient 

P = 2FD  (C  — B)  -f-  E ( D2  — F2)) 

q = 2ED  (A  — C)  -f-  F (E2  — D*  )>....  (24), 

R = 2FE  (B  —A)  +D  (F>  — E*  )} 

ces  quantités  étant  évidemment  liées  entr’ elles  par  l'équation 

PE  + QF  + RD  = o (25)  , 

si  l’on  opère  sur  les  équations  (21)  et  (22)  , comme  on  l’a 
dit  plus  haut , on  parviendra , après  un  calcul  un  peu  long , 
et  quelques  transformations,  à l’équation 

REu3  -f-  [2R  ( C — B ) + QE  — PF  ] u* 

+ [PD-f-  2Q  ( C — B)  — RE  3 u — QE  = o (26). 


DES  SURFACES 

",  p“  ; donc  elle  doit  les  donner  toutes 


Soit , i°.  R = o ; l’une  des  valeurs  de  u devient  infinie  , 
et  les  deux  autres  sont  données  par  l’équation 

( QE  — PF  ) u2  +£PD  + 2Q<  C — B )]  u — QE  = 0 -, 

et , en  tenant  compte  de  la  relation  ( q5  ) d’où  l’on  tire  , 
dans  l’hypothèse  acti^lle  , * 


P = 


QF 

E * 
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DU  SECOND  DEGRÉ, 
cette  équation  devient 

, qE (C  — B) — FD  E* 

“*  E®-+-F»  “ E“  + F 


S = °> 


d’où  on  tirera  les  deux  autres  valeurs  de  u. 

2°.  Soit  Q = o:  l’équation  (26)  donnera,  i°.  u = o;  2®. 
REu“-j-[>R  (C  — B)  — PF]  u + PD  — RE  = o, 

. « RD 

ou  , a cause  de  P = — -g-  , 

, , sE(C-B)  + FD  E®+D®_ 
ü“  + — — u Ë7- 


3°.  Soit  P = o : il  en  résulte 

REu3  + [>R  (C  — B)  + QE]  u* 

+ [aQ  (C  — B)  — RE]  u — QE  = o , 

_ RD 

ou,  à cause  de  Q = p-, 

EFu3-f  [2F  (C  — B)  — ED]  u® 

— [2D(C  — B)  + EF]u-j-ED  = o, 

équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

Eu®  (Fu— D)  + 2 (C  — B)  u (Fu  — D)  — E (Fa  — D ) = o , 

d’où 

_ , 2 (C  — B) 

Fu  — D = o , u®  -] — g u — 1=0. 

4°.  Soient  en  même  temps  P = o,  Q = o,  R — o: 
l’équation  en  u se  réduit  à o = 9 , et  u reste  entièrement  indé- 
terminé ; ensorte  que  le  nombre  des  systèmes  d’axes  princi- 
paux, est  infini;  mais  on  observera  que,  d’après  la  relation 
(aS) , les  hypothèses  P=o,  Q=o  entraînent  R=o,  lorsque  D 
n’est  pas  nul. 

Uous  allons  reconnaître  que,  sous  ces  conditions  P=o,  Q=o, 
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les  deux  équations  (21)  et  (33)  deviennent  décomposables  en 
deux  facteurs  du  premier  degré  : à cet  effet,  nous  recherche- 
rons la  condition  sous  laquelle  l’équation  (21),  par  exemple, 
est  décomposable  en  de  tels  facteurs.  On  tire  de  oette  équation , 

Ft+a(C  — B) 

“ ~ aE 

— ^ y/F^+4  [F(C-B)+ED]  f+4 [(C-BJH-E»]. . . .(27)  : 

pour  que  celle-ci  soit  décomposable  en  deux  facteuts  ration- 
nels , il  faut  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  un  carré 
parfait , ce  qui  exige  que  l’on  ait 


a (C  — B)  = 


- E(F‘—  D*) 


d’où 


FD 


aFD  (C  — B)  4-  E (D“  — F1)  = P = o. 


condition  sous  laquelle  on  vient  de  voir  que  l’équation  u est 
décômposable  en  deux  facteurs  : substituant  dans  la  formule 
(27)  la  valeur  ci-dessus  de  2 (C  — B),  et  faisant  les  ré- 
ductions , on  trouve 

\ 

Fu  — D = o , EDu  + FDf  -f-  EF  = o. 

Ainsi  l’équation  (37)  peut  se  mettre  sous  la  formé 

(Fa  — D)  (EDu  -f  FDt  -f  EF)  = o.  ....(e8). 

Le  premier  facteur  donne 

D 

“ = F ; 

substituant  dans  l’équation  (23)  , il  vient 

. ED  + 2F(C-A)  , F*  4-  D*  _ _ 

1 H pi  £ pî  — 0 > 

dont  les  deux  racines  sont  essentiellement  réelles  et  faciles  à 
obtenir. 
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Le  second  facteur  donne 

FDf  + EF 

U ~ ED  * 

dont  la  substitution  dans  l’équation  (22) , donne 

[2ED  (A  — C)  + FE3  — FD3]  t — o ; 
d’où  on  tire  t = o , ce  qui  donne 


365 


EF 

ED 


F 

D’ 


et  par  conséquent , 
m = o , n = 


l/  F3  + D3 


P = 77^: 


D 


y/ F3  + D3* 


Si  dans  l’équation  qui  vient  de  donner  la  troisième  valeur  de  t , 
on  suppose  nul  le  coefficient  de  t,  c’est-à-dire 

2ED  (A  — C ) + F (E3 — D5)  = o, 

ce  qui  revient  à la  seconde  des  équations  (24)  ou  à Q = o , 
la  valeur  de  t reste  indéterminée  , ce  qui  annote  que  le 
nombre  des  systèmes  d’axes  principaux  , est  infini.  En  effet, 
la  condition  précédente  étant  satisfaite  , l’équation  ( 22  ) est 
aussi  décomposable  en  deux  facteurs  du  premier  degré,  et 
peut  être  mise  sous  la  forme 

(Et  — D)  (EDu  + FDf-f-EF)  = o....(ag). 

Si  on  compare  cette  équation  (29)  avec  (28),  on  reconnaîtra 
qu’elles  ont  un  facteur  commun  EDu  -f-FDt  -f-  EF  qui  égalé  à 
zéro  , donne  une  infinité  de  valeurs  pour  u et  t. 

Mais  tous  ces  systèmes  jouissent  de  la  propriété  remarquable 
d’avoir  un  axe  commun.  Pour  le  prouver  , remarquons  que 
les  équations  (28)  et  (29)  sont  satisfaites  , i°.  par 


a°.  par 


Fu  — D = o , Et  — D = o) 
£Du  -f-  FDt  + EF  ^ o. 
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Le  premier  système  dçnne 


D 


D 


U = F‘  1 ~ Ë* 

donc  en  désignant  par  m , n , p les  cosinus  des  angles  que 
forme  cet  axe  particulier  avec  les  axes  primitifs,  on  aura 


'EF ED 

l/E’F’-j-D’EH- PD”  ’ ~ ÿ 


m : 


FD 


V' 


Représentons  maintenant  par  y.,  v,  * , p! , /,  ■*'  les  cosinus 
relatifs  aux  deux  autres  axes  conjugués  de  celui-ci  ; comme 
les  trois  axes  sont  rectangulaires  , on  aura  ces  deux  relations 

mf i -j-  ni  -f-  pv  = o , mfi  n/  -f-  p*  = o ; 

et,  en  mettant  pour  m,  n,  p les  valeurs  ci-dessus, 

FD^  -f-ED>  -j-  EFsr  = o , FD^'  + ED/  + EF^'=o....(3o)  ; 

et  si , pour  déterminer  ft , » , ■*,/*,  /,  , on  fait  encore 

ft  — irt,  » r=  *■  w,  ft  —wt , /—  -x  u , 

les  deux  équations  (3o)  se  réduiront  à 

EDu  -f  FDt  -f  EF  —% , 

• f 

d’où  on  doit  tirer  les  valeurs  de  u et  f propres  à donner  tous 
les  axes  autres  que  celui  déterminé  par 


D 

“ = F » 


t — 


D 

E’ 


Concluons  de  là  que  lorsque  les  deux  premières  conditions  (24) 
ont  lieu  à la  fois  , le  nombre  des  systèmes  d’axes  principaux , 
est  infini,  et  qu’ils  ont  un  axe  commun. 

La  seconde  partie  du  beau  travail  de  M.  Bourdon,  a 
pour  objet , i°.  la  recherche  des  caractères  auxquels  on  re- 
connaît qu’une  surface  du  second  degré , est  de  révolution  ; 
20.  1»  détermination  de  l’axe  de  révolution. 
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1°.  Proposons-nous  de  déterminer  les  relations  qui  doivent  v 
avoir  lieu  entre  les  coefficiens  d’une  équation  du  second  degré 
à trois  variables  , pour  que'  la  surface  qu'elle  représente  , soit 
une  surface  de  révolution.  . 

’ Soient 

. . t V 

X—  * = a(z  — y),  y — £ = b (z  — y ) , 
les  équations  d’un  axe  de  révolution  passant  par  le  point 

. i 

z -+-  ax  -j-  b y = c , 

Téquation  d’un  plan  perpendiculaire  à cet  axe  (cliap.  XVII)  , et 

(x  — «O’-f  (y  — €)“  + (z  — y)'  = r.3, 

l’équation  d’une  sphère  ayant  son  centre  au  point  * , £ , y: 
l’équation  générale  et  caractéristique  des  surfaces  de  révolu- 
tion , est 

(x  — «)*+(y  — sy+(z  — y)’  = F (ax+by+z)  [*]  , 


# (*)  Les  surfaces  de  révolution  ont  un  caractère  indépendant  de  la  nature 
de  la  courbe  génératrice;  c’est  que  si  on  les  coupc  par  un  plan  quelconque 
perpendiculaire  h Taxe  de  révolution  , on  a pour  section  la  circonférence 
d’un  cercle  dont  le  centre  est  dans  Taxe  , et  dont  tous  les  points  sont  par  con- 
séquent à des  distances  égales  d’un  munie  point  pris  sur  l’axe  , circonférence 
qu’on  peut  regarder  comme  l'intersection  d’une  sphère  ayant  son  centre 
en  a , C , y , par  le  plan  perpendiculaire  à l’axe  ; ensortc  que  la  surface 
sera  la  suite  des  intersections  des  sphères  concentriques  dont  le  centre  est 
et,  C,  y , et  le  rayon  variable,  par  une  suite  de  plans  perpendiculaires  h 
l’axe  de  révolution.  Cela  posé  , si  le  point  que  l'on  considère  sur  la  surface 
de  révolution,  se  meut  sur  cette  surface  sans  sortir  du  même  plan  perpen- 
diculaire à l’axe  , il  ne  sortira  pas  non  plus  de  la  même  surface  sphé- 
rique , et  alors  les  quantités  c et  r seront  constantes  ensemble  ; mais  si 
ce  point,  en  se  mouvant,  sort  du  plan  perpendiculaire  h l’axe,  il  passera 
aussi  sur  la  surface  d’une  autre  sphère , et  les  quantités  c et  r auront 
vaiié.  Les  surfaces  de  réfolution  sont  donc  telles  que  c et  r , c’est-à-dire  , 
leurs  valeurs  z -f-  ax  -+-  by , ( x — — £)■*+•  (s — y)*  sont  cons- 
tantes ensemble  et  variables  ensemble  : ainsi  l'une  d’elles  est  une  fonction 
de  l’autre,  fonction  dont  la  forme  dépend  de  la  nature  de  la  courbe 
génératrice. 
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, F étant  un  signe  de  fonction.  Ainsi  pour  qu’une  surface  soit 
de  révolution  , il  faut  que  son  équation  soit  de  cette  forme , 
ou  qu’elle  puisse  y être  ramenée. 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  des  surfaces  de  révolution 
du  second  degré , sont  toutes  susceptibles  d’être  mises  sous  la 
forme 

(x— *)H-  (y— y y = R(<rr  + ijr+z)i+L...(3i), 

K et  L étant  des  quantités  constantes.  Nous  ne  tenons  pas 
compte  de  la  première  puissance  de  ax  by  z , parce 
que  si  elle  se  trouvait  dans  le  second  membre , on  pourrait 
la  faire  passer  dans  le  premier  , qui  conserverait  la  même 
forme. 

Cela  posé,  reprenons  l’équation  générale 

Ax3  4 By*  + Cz2  -f-  Dry  -J-  Eyz  4 Fxz 
4 Gx  4 Hy  4™  1®  “ L. (3s)  , 

et  recherchons  les  relations  qui  doivent  exister  entre  ses  coefli- 
ciens  , pour  quelle  soit  réductible Wê  la  forme  (3i).. 

En  développant  l’équation  (3i)  et  ordonnant,  on  trouve  , 

( K. — i ) z34  (Ré2—  i) ya  4 (Ko1-  1 ) x* 

• -4  aRèyz  + aRaxz  4“  2R abxy 

4“  zyz-t-n£y-t-  s*x  4 D — *** — ■ o*  • • (33). 

Observons  maintenant  que  des  six  premiers  coeflîciens  de 
l’équation  générale , cinq  seulement  sont  nécessaires  j il  faut 
donc  diviser  les  équations  (3a)  et  (33)  par  le  coefficient  de 
z“,  avant  de  les  comparer  : ces  préparations  faites  , on  ob- 
tiendra les  relations  , 

B 1 Kéa — î A Raa  — î E aR  b 

C “ R— î * c"~~  R— î ’ C R—  i ’ 

, «s  . 

F 2Ra  D . 2R ab 

. — — . etc.  : 

, C R— i * C R— i ’ ,, 

ces  équations  sont  les  seules  qui  puissent  donner  des  condi- 


j 
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lions.  On  dre  des  trois  dernières, 

^ab aR  _ EF 

• aK ab  (R  — 1 ) R — x 05* 

d'où  . 

K - EF  K aCD 

EF  — aCD  ' EF  — aCD  * 

a_i> 

aCR  F ’ Ë' 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières,  il  vient,  i°. 

EFD4 

B __  RD4  — F4  __  EF—  aCD  — ’ F* 

C ~~(R  — i)F4  aCDF* 

EF—  aCD  " 

_ E f D4  — F4  ) 4-  aCFD 

aCFD  ï 

d’où  résulte  la  première  équation  de  condition 

• aFD(C-B)  + E(D4—  F»)  — (35), 

qui  n’est  autre  chose  que  P = o ; et , a°.  * 

EFD4 

A __  RD4  — E4  _ EF  — aCD  E* 

O ~ (R— i)  E4  ~ aCDË4 
EF— aCD 

— F(D4-E4)  + aCED 

aCED  v™)  * 

d’où  résulte  la  seconde  équation  de  condition 

aED  ( C — A)  + F(D4-E4)  = o (37), 

qui  répète  Q = o. 

Donc  pour  qu’une  équation  du  second  degré  entre  trois 
variables  , appartienne  à une  surface  de  révolution  , il  faut 

a4 
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que  les  conditions  P = o,  Q = o,  soient  satisfaites.  Réciproî 
quement,  toutes  les  fois  que  ces  conditions  auront  lieu,  la  y 
surface  sera  de  révolution , et  on  pourra  même  déterminer 
la  position  de  l’axe  de  révolution.  , 

En  effet,  des  conditions  (35)  et  (37) , on  tirera 

B E (D’ — F1)  + aCFD  _ Kb>—  1 

C ~ aCFD  — R—  1 * 

A F (D’ — E’)  4-  aCED  _ Ra’  — 1 

G — aCED  ~ R — 1 * 


en  posant 


EF  K D— A D • 
EF-aCD~R,  F—b’  E “ 9 ’ 


et  de  celles-ci  on  déduit  facilement 


aRi 


aRa 


D 


aRai 


(C  R — 1 * C R — î * C R— i 
l’équation  (3a)  deviendra  donc  *■ 


Ri’—  1 , Ra’ — r . 


aRi 


aRa 


xz,  -f- 


R 


+ k=-;J*+k=-i 

I H G 

+ r-  + T.y  + cx  = ° 


aR  ab 


— i*y 


d’où 

(R_  1)5*4.  (Ri’—  0/4-  (Ea1 — 0 x’4  zKbyz  + aRaxz 
fR — O I . H(R-i)  , G(R.-i) 
4-aRaixy  + L-c z C y H C ’ 

c’est-à-dire  , 

n»  r H(K-i)T  . r G (R— I)~I* 

;J+1> — liHJ+L* — sc—J 


C- 


J (R — 1) 


aC 


, ...  fR — 0“  (G’411’411)  , (K— 1)__ 

— R(z4ar4-i>')+  4 — g — “ 1 
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équation  d’une  surface  de  révolution  dont  l’axe  est  déterminé 
par  les  équations  , :i 


II(K-i)  _ 
2C 


K , b et  a étant  donnés  par 


K = 


* EF 
ËF — aCD’ 


D 

E’ 


M.  Bourdon  démontre  enfin , i°.  que  si  l’équation  générale 
est  privée  d'un  seul  rectangle,  la  surface  ne  peut  être  de 
• révolution  ; 2°.  que  si  cette  équation  est  privée  de  deux  quel- 
conques des  trois  rectangles , par  exemple  , de  yz  et  de  xz  , 
la  seule  condition 


D1  — 4(C  — B)  (C  — A)  = o 

est  nécessaire  pour  que  la  surface  soit  de  révolution  ; 3°.  que 
si  les  trois  rectangles  manquent , la  surface  ne  peut  être  de 
révolution  qu’autant  que  deux  des  trois  ’coefiïciens  C , B , A 
sont  égaux  et  de  même  signe  : et  lorsque  cette  condition  est 
satisfaite , l’équation  appartient  à une  surface  de  révolution 
dont  l’axe  est  parallèle  à l’un  des  trois  axes  rectangulaires  , 
celui  suivant  lequel  se  compte  la  variable  dont  le  carré  est 
affecté  d’un  coefficient  différent  des  deux  autres. 

198.  M.  Binet  (J.-P.-M.)  a observé  que  lorsque  les  surfaces 
du  second  degré  avaient  un  centre , le  calcul  pour  trouver 
la  réduite  de  l’équation  générale , pouvait  être  simplifié  par  la 
considération  suivante. 

Ayant  un  système  de  droites  parallèles  entr’ elles,'  qui  servent 
de  cordes  à la  surface  du  second  degré  , il  existe  un  plan  per- 
pendiculaire à ces  cordes , qui  les  divise  toutes  eu  parties 
égales  , lequel  plan  est  un  des  plans  rectangulaires  de  la  sur- 
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face  ; proposition  analogue  à celle  qui  a été  démontrée  (54)  » 
sur  les  courbes  planes. 

< Reprenofts  l'équation  • 

ar*-f-  iy’+cs’-f-  'dxy-\-eyz  +fxz  +gx-\-hy-\-iz  = 1 . . . .(i)  » 
et  soient 

x — *z  + C , y = ,t'z  4.  Ç (3), 

les  équations  d’une  droite  qui  coupe  la  surface  du  second 
degré  en  deux  points  : on  obtiendra  les  coordonnées  de  ces 
points , en  combinant  ces  équations  ; et  si  l'on  fait  pour 
abréger  , 

am*- f-  b*‘  -4-  dtul  -f-  e»  -\-f*  -f“  c—  m , 
ùa*G -J-  abtt'C  -f-  d («ff1  + •*)  -f-  e?  -{-f*  + g * -f* h»' -4* i ~n* 
aQ>  + iS».  + dœ + gC  + hC  — 1 = p , 

l'ordonnée  Z du  point  d’intersection,  sera  donnée  par  l’équation 
mZ*  -J-  nZ  + p = o , 

et  les  deux  valeurs  de  Z sont  , 


donc  l'ordonnée  71  du  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux 

points  d’intersection , est  •—  Nommant  X',  Y'  les  deux 

autres  coordonnées  du  même  point , on  aura  par  les  équa- 
tions (2) , . 

X'  = -Z'+:,  Y'  = «'Z'+ff',  Z'  = — . . . .(3). 

Regardant  X',  Y',  71  comme  des  coordonnées  variables  dont 
la  valeur  dépend  des  quantités  C , S',  si  entre  ces  trois  équa- 
tions on  élimine  ff,  C,  l’équation  résultante  en  X',  Y',  ’ll 
qu’on  peut  désigner  par  x , y , z , appartiendra  à la  surface 
qui  passe  par  les  milieux  de  toutes  les  'cçrdes  parallèles  à la 
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droite  des  équations  (a).  Les  équations  (3)  donnent 
c=x — «,  ^ —y — 

— amz  — -f*  gu-\-h*' -f-  i. 

substituant  dans  cette  dernière  pour  S , f,  m leurs  valeurs , on 
trouve , après  les  réductions , 

x (a au  -j-dW'-j -f)  -f-  y (2è«'-f- du  + e ) +z  (ea-j-f*  -J-  ac) 

. +g*  + h»  + i — O (4),  , 

équation  d’un  plan  qui  passe  par  le  milieu  des  cordes  paral- 
lèles à celle  des  équations  (a). 

Pour  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  aux  cordes,  il  faut  qu’il 
soit  parallèle  au  plan  passant  par  l’origine , qui  a pour  équation 

z + mx+ u'y—o. . . . .(S) 

(chap;  XVII,  probl.  V ) : comparant  (5)  avec  (4) , on  a 

_ a au  -f  du+f  , a b»  + du  -f-  e 

eu'  +/.  + ac  » “ 53  7u'+fu +Tc w * 

équations  linéaires  l’une  par  rapport  à l’autre  par  rapport 


a u : on  en  tire 


/_/+2a(c—  Q — fu* 
e » — d 


12.  ) 

- > (7): 

) = o) 


Cf*  *f“  — 2 6)  m — ( d*  -f-  c)  = o' 

mettant  dans  cette  dernière  pour  u sa  valeur  déduite  de  la 
première , on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  u , qui, 
comme  l’on  sait , admettra  , au  moins , une  racine  réelle  • à la 
quelle  correspond  une  valeur  réelle  de  « donnée  par  la  première 
des  équations  (7).  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4)  , 
on  obtiendra  l’équation  du  plan  diamétral  perpendiculaire  à 
toutes  les  cordes  parallèles  à la  droite  des  équations  (a).  La  sur- 
face du  second  degré  étant  rapportée  à ce  plan  diamétral  comme 
l’un  des  plans  coordonnés  , son  équation  sera  de  la  forme 

b'y'*+  + d'x'y'  + gV  + h'y'  —1=0, 
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puisque,  pour  chaque  couple  de  valeurs  de  x et  y,  on  doit  avoir  ' 
deux  valeurs  de  z,  égales  et  de  signes  contraires.  On  fera  dis- 
paraître le  rectangle  et  les  premières  puissances  des  variables  , 
comme  on  1 a dit  (196)  , ensorte  que  la  proposée  sera  réduite 
à la  forme  (10)  trouvée  (196). 

199.  Nous  allons  rechercher  les  systèmes  d’axes  obliques 
qui,  peuvent  faire  prendre  à l’équation,  générale  la  forme  par** 
ticulière 

»x‘+  ffy’-f-  >aa  -f-J'z  -f-  e==  o,  * 

de  laquelle  il  est  aisé  de  passer  à celles-ci , 

«x*  + ty +yz%  — * , ou  «x3  -|-  + £z  3=  o.  • 

Soit  la  droite  • . • 

x = mz  -f-  ft , y=znz-$-v  : 

on  déterminera  les  points  de  rencontre  de  cette  droite  et  de 
la  surface 

ax*+  éy“-f  cz1- f-  dxy  -f-  eyz  +fxz  +gx  -f-  hy  + iz  = i , 
par  l'équation 


z* ,(  and  -j-  5n*+  e -f-  dmn  -f-  en  -\~fm  ) 

-1-  z (zam+t  -f*  sin»  -\-dnft.  -f-  dm » -f-  e»  -f -fft  -j-gm  + hn  + i ) 
-h  afd  bd  -f-  dp»  -f-  h»  — 1 — O : 


la  demi-somme  des  ordonnées  des  deux  extrémités  de  la 
corde , est  l’ordonnée  z'  du  milieu  de  leur  distance  -,  les  coor- 
données de  ce  point  seront  donc  données  par  les  équations 


x'  = mz'  + n , y'  = nz'  -f-  » , 

{yam-\- dn-\-f)  (ybn dm e)  >-f -gm+hn  -f-  i 

3 (ama-f  ires-f-  c -f-  dmn- j-  en-f-fm) 


On  obtiendra  l’équation  du  plan  diamétral  qui  divise  égale- 
ment les  cordes  parallèles  à celle  qu’on  a choisie,  plan  que 
nous  dirons  conjugué  à ce  système  de  cordes , par  l’élimination 
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des  quantités  p , » entre  ces  trois  équations  •,  et  l’équation  ré- 
sultante sera  de  la  forme 

S*'-f  Ty'  +U*T+V=o, 

S , T , U et  Y étant  des  fonctions  de  m , n et  des  coefficiens 
de  la  proposée.  Ainsi , étant  donné  un  plan  de  position , on 
pourra  toujours  assigner  un  plan  conjugué  parallèle , puisqu’on 
pourra  toujours  déterminer  les  quantités  m et  n d’après  la 
condition  que  les  coefficiens  S , T , U soient  égaux  à ceux  du 
plan  donné. 

Si  l’on  rapporte  la  surface  à de  nouveaux  axes  coordonnés 
dont  l’un  , celui  des  x , par  exemple , soit  parallèle  au  système 
des  cordes,  et  les  deux  autres  soient  dans  le  plan  diamétral 
conjugué  à ce  système, "il  est  évident  que  l’équation  de  la 
surface  prendra  nécessairement  la  forme 

a'x*- f-  b'y%  -f-  c'a*  + e'yz  -f-  h' y 4-  i'z  + U — o , 

puisque,  pour  chaque  couple  de  valeurs  de  j et  z,  on  doit 
avoir  deux  valeurs  de  x égales  et  de  signes  contraires. 

L’intersection  de  la  surface  par  le  plan  des  (yz) , qu’on 
obtient  en  faisant  x = o dans  l’équation  précédente , a pour 
équation  ; 

y y » _j_  c'a*  -J-  e'yz  -f-  h' y -f-  i’z  -f-  k'  = o ; 

or  on  a prouvé  qu’il  existe  une  infinité  de  systèmes  d’axes 
coordonnés  par  rapport  auxquels  l’équation  précédente  peut 

prendre  la  forme  plus  simple 

, ' ' ••  1 

, Çy1  + ya*  + /*+•«  = o ; 

donc  l’équation  de  la- surface  rapportée  toujours  au  même  axa 
des  x;,  et  à des  axes  des  y et  z,  choisis  d’après'  la  condition 
précédente , prendra  la  forme 

«x*  + ffy*  4-  ys*  4-  4-  *=  o > 

qui  est  celle  que  nous  avons  annoncée. 

On  peut  encore  la  simplifier , en  déplaçant  le  plan  des  (xy) 
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parallèlement  à lui-même  ; et , pour  cela , il  ne  faut  que  substi- 
tuer pour*,  dans  cette  équation , z-f-  « , ce  qui  donnera 

«x*  -f-  yz*  -f-  ( ay«  -f-  <T)  * + y«*î  -f-  /«-f-  e r=  o : 

f 

lorsque  y n’est  pas  nul , on  peut  prendre  * = — — , et 
l'équation  de  la  surface  devient 

«x1  -f-  Cy*  -f-  y*1  = A. 

Si  3/  est  nul , comme  « deviendrait  infini , on  en  disposera  de 
manière  à faire  disparaître  le  terme  -j-  e , et  l’équation 
deviendra 

. «*x*  -{-  ffy"  -f.  J1*  = o. 

On  observera  que  a étant  infini,  la  coufbe  n’a  pas  de  centre  (i  96). 

H est  clair  qu’il  existe  aussi  trois  axes  perpendiculaires 
entr’eux , par  rapport  auxquels  l'équation  de  la  surface  peut 
prendre  la  forme 

â'x»  S'y*  -f-  yV  + «T*  + * ' = o , 

qu’on  peut  ensuite  réduire  à l’une  des  deux  formes  précédentes. 

200.  Théorème  I.  Dans  les  surfaces  qui  ont  un  centre , 1°.  la 
somme  des  carrés  des  demi-diamètres  conjugués  , est  égale 
à la  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux ; a',  le 
parallélépipède  des  demi-diamètres  conjugués  , est  égal  à celui 
‘ des  demi-axes.  , J „ 

Quoique  ces  deux  questions  aient  été  résolues  par  l’algèbre , 
l’une  dans  la  Correspondance  sur  V École  P oly technique  , et 
l’autre  dans  le  treizième  cahier  du  journal  de  la  même  école  , 
cependant  nous  préférons  la  solution  suivante  par  le  calcul 
différentiel , extraite  des  Annales  Mathématiques , parce  qu’elle 
résout  complètement  l'énoncé. 

Nous  reprendrons  l’équation  , < 

or*  -f-  by*  -f-  cz“  -f-  2 a'yz  + a b'xz  + oc' xy  = D (1)  y 

qui  représente  une  surface  du  second  degré , rapportée  à 
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son  centre,  et  à trois  axes  dont  les  directions  soient  telles 
qu’on  ait  , , 

9 

ang.(y,  z)  = y>  ang-  (z>  x)  = s>  ang.(jc,^)=«. 

En  désignant  par  r la  distance  d’un  point  quelconque  de  cette 
surface  à son  centre,  on  aura  [chap.  XVIII,  form.  (3a)] 


r»— z*-f-ayz  cos  y -f-  axz  cos  6 -f-  axy  cos  a....  (a). 

La  propriété  qui  caractérise  les  six  sommets  de  la  surface 
courbe , consiste  en  ce  que , pour  chacun  d’eux , r doit  être 
un  maximum  ou  un  minimum. 

Supposons  donc  que  x , y , z soient  les  coordonnées  rec- 
tangles de  l’un  de  ces  sommets , auquel  cas  r sera  la  moitié 
de  l’un  des  diamètres  principaux.  Si  l'on  pose 

■x  ~ pz,  y = qz, 
les  équations  (1)  et  (a)  deviendront 


m 


( ap'+  c + atfq  -j-  a b'p  -f-  2c' pq  )z*~  D», 

9 "* 

( <79+  1 •+•  27  cos  y -+»  a p cos  C -f-  &pq  cos  «)  z a = 7*, 

b 

d’où  on  conclura  , par  l'élimination  de 

• . * 

(ar*— D)  p*+  (Br»—  D)  <7*+  a (c V—  D cos  «)  pq 
+ a (6'r* — D cos  C)  p-f-a  (aV — D cos  y)  q + (cr* — D) = o ...  (3)  -, 

différentiant  cette  équation  par  rapport  à p et  à q seulement  , 
puisque  , par  l’hypothèse , la  différentielle  de  r doit  être  nulle 
(Cale,  diff.) , et  égalant  séparément  à zéro  les  coeificiens  de 
dp  et  dq  , parce  que  ces  différentielles  sont  indépendantes, 
on  aura  ces  deux  équations 

(ar* — D)  p + (cV — D cos  m)  q -f-  (iV — D cos  G)  = ç , 

(Br» — D)  q-f-  (cV— D cos  *)p  -f-  (a  V — D cos  y)  — o.  * 

Si  de  ces  équations  on  tire  p et  <7  pour  en  substituer  les  valeur*  v 


« 


* 
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dans  l’équation  (3) , on  trouvera  pour  résultat , 

(abc  -f-  sa'A^c' — aa'**—  b b' 2 — ce'")  r6 

{(bc — a'5)  -f-  2 (AV — aa ')  cos.  y} 

-f-  ( ca—b‘ ’*)  -f-  s (c'a'— AA')  cos  ?>  r* 

+ (ai — c'5)  -f-  2 (a' A' — ce')  cos  « ) 

!a  8in5y  — 2a'  (cos  y— cos  f cos  «) 

+ b sin5?  — • 2 b'  (cos  » — cos  <t  cos  y) 

+ c sin5*  — 2c'  (cos  * — cos  y cos  G) 

— D3  ( î — cos5* — cos'*? — cos  V-j-a  cos  « cos  ? cos  y)  = o . . . (4).' 

Les  racines  de  cette  éqaation  qui , deux  à deux , sont  égales 
et  de  signes  contraires , seront  les  distances  du  centre  de  la 
courbe  à ses  six  sommets , ou , ce  qui  revient  au  même , ses 
six  demi-diamètres  principaux.  ♦ _ * 

Supposons  que  les  axes  des  coordonnées  soient  trois  dia- 
mètres conjugués  : on  devra  avoir  a'  = o , b'  = o , c'  ==  o , 
ensorte  que  l’équation  (î)  deviendra , en  supposant  D = î , 


mr5  -f-  by*  -f-  ca*  ~ î ; 

les  carrés  des  diamètres  conjugués  qu’on  obtient  en  faisant 
y — O et  z — o , x—  o et  zr=o  , x~o  et  y — o , seront 
donc  respectivement 

I l i 

* a ’ b ’ c ’ 

et  l’équation  (4)  deviendra 


abciË — (bc  -f-  ca-f-  ab  ) r* 

-f-  (a  sinsy-|-isina?-f  ésin5*)  r* 

— ( î — cos5*  — cos8? — cos’y  -f-  2 cos  * cos  ? cos  y)  = o , 


ou 


Mî  + T+t}" 

-f-  [ — sin5  y — sins?-f-  — . -J- sin**)  r* 

‘lie  c a a b ) 

— — . -jr-.  — {t — cos5* — cos5? — cos’y+2 cos*cos?cosy}=Oi 
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d’où  l’on  conclut,  d’après  la  composition  connue  des  coefliciens 
en  racines  de  l’équation  , i°.  que  la  somme 


des  carrés  des  demi-diamètres  conjugués , est  égale  à la  somme 
des  carrés  des  demi-axes  ptincipaux  r*,  r'*,  r"*;  a°.  que 

-r  • — sm'y  H . — sm“o  . y sur* 

oc  c a a b 

= 7*/*+  7V'*+r'V'*; 
propriété  facile  à interpréter  ; 3°.  enfin  que 

-f-  ~ . -j-  • — { î — cos’« — cos*? — cos*y+  a cos  * cos  ? cos  y J 
— rW»; 

la  racine  du  premier  membre  représente  le  volume  du  pa- 
rallélépipède des  diamètres  conjugués  (chap.  XVII , probl.  XI) , 
et  celle  du  second  représente  le  volume  du  parallélépipède 
construit  sur  les  axes  rectangulaires. 

aoi.  L’équation  réduite  des  surfaces  qui  ont  un  centre  , 
est  donc 

Lx*  + ftly"  -f-  Na*  r=  1 ; 

i 

les  axes  étant  rectangulaires  ; et  les  surfaces  dépourvues  de 
centre,  sont  représentées  par 

Px*  + Ry%  + Sa  = o. 

Nous  allons  discuter  les  premières.  # 

. • ' * b 

DES  SURFACES  QUI  ONT  UN  CENTRE. 

*ioa.  Nous  chercherons  d’abord  l’équation  de  la  droite  qui 
est  le  lieu  des  centres  des  sections  déterminées  dans  la  surface 
par  une  suite  de  plans  parallèles. 


/ 
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58o 
Soit 

* Ax  + B y -f-  D j 
l’équation  du  plan  sécant  : si  dans 

Lx1  + Mj'»  + Na*  = i , 

, v • ' . ' » 

on  remplace  z par  sa  valeur  donnée  par  l’équation  du  plan  , 
la  résultante  étant  indépendante  de  z , c’est-à-dire , ne  renfer- 
mant plus  que  les  coordonnées  x et  y des  points  d’interseo- 
tion , ne  pourra  plus  représenter  que  la  projection  de  la  courbe 
d’intersection  sur  le  plan  des  (xy)  ■ cette  projection  a donc 
pour  équation 

(L-f  NA“)x»+  (M-f-NB*)y+  aABï% 

-f  aADNr  + aBDN y -f  ND4  — 1 = o 

ses  diamètres  qui , comme  on  le  sait , se  coupent  au  centre , 
sont  représentés  par 


_ %_  AN ( By  + D) 


K A4 


— _ BN  C Ax  -f  D ) 


M -f-  NB4 


•(0, 

•C2) : 


~ . - . ii) 

si  on  éliminé  D entre  ces  deux  équations,  le  résultat  repré- 
sentera la  droite  qui  est  le  lieu  des  projections  des  centres 
des  sections  déterminées  par  une  suite  de  plans  sécans  paral- 
lèles au  précédent , en  observant  que  le  centre  de  la  projec- 
tion d’une  courbe,  n’est  que  la  projection  du  centre  de  cette 
courbe  : cette  équation  est 

■ . ...  .jjÿfi 

( L 4-  NA4  ) xjfe-  ABNy  A 
* (ir+NB4l^ABNx  = B 5 

mettant  dans  l’équation  du  plan , pour  D sa  valeur  tirée 
de  (î)  ou  (a),. on  aura  pour  secondes  projections  de  la  ligne 
des  ceaaràm toi craar-  «t  • , 

„ _ . J*  M # 


i 


Z — 


X-, 


AN  * BN 

ces  équations  n’ayant  pas  de  ternie  constant,  appartienne» 


\ 
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à une  droite  qui  passe  par  l’origine , c’est-à-dire  , par  le 
centre  même  de  la  surface. 

ao3.  Cherchons  à énoncer  l’équation  des  surfaces  à centre  , 
au  moyen  des  carrés  des  demi-axes  principaux  ou  rectangu- 
laires : à cet  effet,  supposons  successivement  _y  = o et  a=o; 
x = o et  a = o ; x = o et  .y  = o dans  l’équation 

Lx*  -f  My  -f  Na*  = 1 , 

et  désignons  par  a , b',  c les  valeurs  correspondante»  de  x,  y 
et  a ; nous  anrons  , en  supposant  a > b > c (*), 


«nsorte  que  l’équation  de  la  Surface  sera 

*■  4»c*x*  -f.  a*c»y  -f-  a*  à* a*  = a»4*c*, 

et  alors  il  y aura  lieu  à distinguer  trois  cas  relativement  aux 
signes  des  termes  qui  ne  dépendent  plus  des  coefficiens  essen- 
tiellement positifs  ; on  aura  donc  à considérer 

(x°) -f-  a*cy  + o*4*a*  =s  a’4*c*, 

(a0)  ...  * 4“c*x*  -f  a*c*y*  — ct*5»a»  = o*4*c*, 

(3*) .....  i’c“x“  — a*c“y  — a*4*a*  = a*4*c*, 
ou 

Lx»  + My  + Na»  = i , 

Lx*  -f-  My*  — Na*  = i , 

Lx»  — My  — Na*  = 1. 

Si,  par  exemple,  au  lieu  de  la  seconde  équation 

Lx*  -f-  My*  — Na*  = 1 , 
on  prenait  celle-ci 

Lx*  -f-  Na*  — My*  — 1 ; 

on  voit  que  tout  ce  qu’on  dirait  de  la  première  relativement 
à 1 , s’appliquerait  à l’axe  des  y dans  la  seconde  : c’est  pour- 


4*)  On  pourra  tAtjonrs  compter  les  x,  y «t  * suivant  le*  axe*  9 a,  9 4 , 9c> 


A ■ . ’ 

f 

♦ ' / 


i 

! 

1 

î 


i 
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quoi  il  n’y  a que  trois  systèmes  de  signes  essentiellement 
dilférens. 


Surface  lumtee  dans  tous  les  sens , représentée  par 

Lx*  + My1  4-  Nza  = i , 
ou  b*csx*  -}-  a2c“ya  -f-  aab*z*  = a*b*c\ 

% 

204.  Démontrons  d’abord  que  cette  surface  est  fermée  : à 
cet  effet , qu’on  mène  par  l’origine  des  coordonnées  une  droite 
quelconque  ayant  pour  équations 

x — «z  , y = Sz  : 

en  substituant  ces  valeurs  de  a;  et  y dans  la  proposée , on 
aura  pour  la  valeur  de  z,  correspondante  aux  points  d’inter- 
section de  la  surface  et  de  la  droite, 

abc 

2 = — .-1= . ; 

y b* c'a1  -f-  caaaC“  -f-  a‘b* 


or  quelque  valeur  qu’on  donne  à chacune  de*  constantes  a etC , 
le  radical  ne  peut  devenir  nul  ; d’où  il  suit  que  les  valeurs  des 
coordonnées  des  points  d’intersection , ne  peuvent  jamais  deve- 
nir infinies  ; donc  la  surface  est  fermée  , et  l’origine  des 
coordonnées  en  est  le  centre , puisque  toutes  les  cordes  menées 
par  ce  point  jusqu’à  la  surface , de  part  et  d’autre , y sont 
divisées  également. 

ao5.  On  nomme  sections  principales  d’une  surface,  celles 
qui  sont  faites  par  les  plans  coordonnés  ; on  les  obtient  en 
faisant  successivement  z — o , y —’o  , x = o dans  l’équation 
de  la  surface , hypothèses  qui  donnent 


y%=~>  O’—*5)  > **  = J (d—x’-) , za  = (65— ys)  ;*  . 

on  observe  que  les  axes  principaux  de  ces  tr#is  ellipses , sont 


ê 
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en  même  temps  ceux  de  la  surface  : les  points  où  ces  axes 
rencontrent  la  surface  , en  sont  dits  les  sommets  , et  la  surface 
se  nomme  ellipsoïde. 

20S.  Pour  avoir  les  intersections  de  la  surface  par  des  plans 
respectivement  parallèles-  aux  plans  coordonnés  , il  faut , dans 
son  équation , faire  successivement 


x — a.  , y = G , z — y , 
ce  qui  donne  (ao3) 

My“  -}-  N =1  — L*1  ^ , 

G* 

. Lxa  + Ns“-  = î — M C*  — î — yr 

b‘ 

Lx*  + My*  = 1 — Nya  = 1 — 

Ces  sections  sont  donc  encore  des  ellipses  pour  * < a,  G<^b, 
c < y.  Pour  <*  = <z , G — b , c = y , chacune  de  ces  sections 
se  réduit  à un  point , ce  qu’on  savait. 


207.  Le  plan  coupant  passant  par  l’axe  des  z , a pour 
équations  celles  de  sa  trace  sur  le  plan  des  xy  (190  , rem.)  ; 
c’est-à-dire  , 

x = r cos  <p , y = r sin  p , 

r étant  l’abscisse  comptée  de  l’origine  sur  la  trace,  et  <p 
l’angle  de  cette  trace  avec  l’axe  des  x : substituant  c es  va- 
leurs dans  la  proposée  , on  aura  cette  équation  de  la  courbe 
d’intersection , 

Nz*  r4  (M  Sin*  ç -f-  L,posa  p)  r=  1 , 

qui  représente  des  ellipses  dont  les  dimensions  varient  avec  p. 

Si  M =s  L , aquuel  cas  b = a,  à cause  de  L — — , M s=  r- , 

a*’  b“ 

l’équation  précédente  devient 

Nz*  -f-  Mr*  ===  ij 
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puisqu’alprs  toutes  les  sections  faites  dans  la  surface  par  un  plaa 
mené  par  l’axe  des  * , sont  égales  entr’ellès , il  s’ensuit  que  la 
surface  est  produite  par  la  révolution  de  cétte  ellipse  autour 
de  l’axe  des  z : elle  est  dite  alors  de  révolution  autour  de  taxe 
des  z : on  trouve,  en  effet,  que  ses  sections  par  des  plans  parallèles 
à celui  des  (xy) , ou  perpendiculaires  à l’axe  des  z,  sont  des 
cercles.  Chacune  des  hypothèses  L=  N , N = M donnerait  des 
ellipsoïdes  de  révolution  autour  de  chacun  des  deux  autres  axes.' 
Enfin,  pour  L=M=N,  l’ellipse  serait  de  révolution  autour  de 
chacun  des  trois  axes  principaux  ; toutes  ses  sections  parallèles  à 
chacun  des  trois  plans  rectangulaires  , seraient  des  cercles , et 
conséquemment  la  surface  deviendrait  celle  d’une  sphère  , ce 
qui  résulte , en  elfet , de  son  équation  qui  devient  alors 

x’  -f-  y*  -f-  z*  = r** 

£Voyez  ce  qui  a été  dit  (197).] 

d 

208.  L’ellipsoïde  porte  le  nom  d'ellipsoïde  alongé , lorsqu’il 
est  engendré  par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  grand 
axe'*:  il  est  dit  ellipsoïde  aplati , lorsqu’il  est  produit  par  la 
révolution  d’une  ellipse  autour  de  son  petit  axe. 

209.  A mesure  que  les  axes  ao , 2 b , ac  augmentent , les 
coefficiens  L,  M,N diminuent  : si  aa  devient  00,  le  coefficient L 
devient  nul  : alors  l’ellipsoïde  se  change  en  un  cylindre  dont  l’axe 
est  suivant  celui  des  x,  cylindre  dont  l’enveloppe  a pour 
équation 

My»  4-  Nzs  = 1 : 
la  base  de  ce  cylindre  est  l’ellipse 

située  dans  le  plan  des  (yz)  : on  peut  remarquer  que  l’équation 
de  ce  cylindre  perpendiculaire  au  plan  des  (.yz),  n’est  que 
celle  de  sa  trace  sur  ce  plan , ainsi  qu’il  arrive  par  rapport  à 
un  plan  perpendiculaire  à l’un  des  plans  coordonnés.  Si  d* 


1 


\ 
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pins  M=N,  d’où  résulte  c = b , le  cylindre 
«entée  par 


v y%  + **  — M 

dont  la  base  est  le  cercle 


3*5 
est  repré- 


za  = 6“  — y*  : 

c’est  enfin  le  cylindre  droit  à base  circulaire , ou  le  cylindre 
de  la  géométrie.  Enfin  qu’on  ait  L = M = o , l’équation  de 
l’ellipsoïde  devient 


et  elle  représente  deux  plans  parallèles  à celui  des  (xy) , situés 
l’un  au-dessus , l’autre  au-dessous  , à des  distances  égales. 


Surface  illimitée  dans  tous  les  sens , ou  hjperboloïde 
it  une  nappe , représentée  par  l’équation 

Lx*  + My*  — Nz*  =y  i , 
ou  a*c2y*  — a*b“zm  = a*b*c*. 


aïo.  ‘Les  trois  sections  principales  de  cette  surface,  celles 
qui  sont  faites  par  les  plans  coordonnés , ont  pour  équations 


(a1— x*) , 


z% 


-(xs— a*), 


dont  la  première  représente  une  ellipse,  et  les  deux  autres 
sont  des  hyperboles. 


• an.  En  cherchant  le/  intersections  de  cette  surface  par 
les  trois  axes  , c’est-à-dire  , en  faisant  x = o et  y = o , 
x =o  et  z = o , y—  o et  z=  o,  on  trouve  c imaginaire  , 
et  les  axes  a et  A réels  : ce  qui  prouve  que  l’axe  des  z est 
dans  l’espace  vide  de  la  surface  qui  n’a  que  quatre  sommets 
réels  aux  extrémités  des  axes  a a et  a b. 

a5 
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a 1 2.  Pour  mieux  étudier  cette  surface  , recherchons  ses  ifr* 
tersections  avec  la  droite 

x — mz  , y = Cz  , 

pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  « et  C : les  coordonnée» 
de  ces  intersections  sont 


abc  abc  g abc 

V bic'-*<+cW£'—cr‘b1  ’ ' \/  ’ ’ V ’ 

le  radical  étant  le  même.  Faisant  le  radical  nul , ce  qui  rend 
infinies  les  valeurs  des  coordonnées  , on  a 

i*cV  + c*a<%  — a*  b*  = O , 

d’où  l’on  tire  

,,  b\/  a*  — c1*1 

» — , 


valeur  de  C qui  sera  réelle  pour  * < - 1 les  équations  'de  la 

^ | _ 

droite  qui  coupe  la  surface  en  un  point  situé  à une  distance  # 
infinie  de  l’origine  des  coordonnées , deviennent  donc 

* bz  — c*»1 

i = w'  y - ^ • 

Si  on  élimine  * entre  ces  deux  équations,  celle 'qui  en 
résultera  étant  indépendante  de  « et  C , conviendra  à toute» 
les  positions  de  la  droite , c'est-à-dire , qu’elle  appartiendra 
à une  surface  conique  dont  le  sommet  est  à l’origine  des  coor- 
données , et  qui  sera  asymptote  de  la  surface  , puisque  toutes 
ses  arêtes  ne  rencontreront  la  surface  qu’à  l’infini  : on  trouve 
que  cette  surface  conique  est  représentée  par 

AVx*  + oVy*  — aaiV  = o , • 

premier  membre  de  la  proposée  ; c’est  ainsi , que  par  rapport 
à l’hyperbole  rapportée  au  centre  et  aux  axes  principaux  > 
l’équation  des  asymptotes 

y d’où  Ay-B*x*  = o, 
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n’est  que  le  premier  membre  de  celle  de  l’hyperbole 

A3y*  — B*x*  = — A3B*. 

ai 3.  Si  l’on  fait  encore  pour  x et  y les  substitutions 

x = r cos  ip , y = r sin  <p  , 

déjà  employées  dans  l’ellipsoïde,  on  trouvera 

Nz3  — r*  (L  cos'f  + M sin3ip)  = — z ; 

d’où  l’on  conclut  que  tout  plan  mené  par  l’axe  des  s,  coupe 
la  surface  suivant  une  hyperbole. 

214.  Si  l’on  fait  successivement  x — »,  y — S,  z = y , 
pour  avoir  les  coupes  de  la  surface  par  trois  plans  respecti- 
vement parallèles  aux  plans  coordonnés  , on  trouvera 

Mya  — Nz3  = 1 — La*, 

Lx3  — Nz3  = 1 — Mff3, 

Lx3  -f-  My3  a 1 >f  Ny3. 

Ainsi  les  sections  par  des  plans  parallèles  à (xy)  , sont  des 
ellipses,  et  les  deux  autres . sont  des  hyperboles. 


215.  Lorsque  M = L,  auquel  cas  bx=a,  les  sections  faites 
par  le  plan  des  ( xy ) et  par  des  plans  parallèles , deviennent 
des  cercles , et  celles  qui  résultent  des  plans  menés  par  l’axe 
des  z , sont  toujours  des  hyperboles  égales  : donc  l’hyperbo- 
loïde  est  alors  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z (197). 

216.  Lorsque  a est  infini  , auquel  cas  L = o,  la  proposée 
devient 

* Sfy3  — Nz3  = 1 , ou  Nz3  — Rfy3  = — 1 , 

et  elle  représente  un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  des  (zy) , 
dont  la  base  ou  la  section  par  le  plan  des  ( zy ) , est  une 
hyperbole. 
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3.7*  Nous  avons  trouvé  plus  haut  cette  équation  de  la  sur- 
face conique  asymptotique  de  Ihyperboloïde 

b'c'x'*  -f-  a*r*y*  — aa&*6*  = o , ou  Nz*  — My*  — ■ Lx*  = o : 

sa  section  par  un  plan  suivant  l’axe  des  z , est 

tiz*  — r*  (L  cosV  4*  ,M  sin*ç>)  = o , 

équation  qui  représente  deux  lignes  droites  menées  par  l'origine, 
ce  qui  est  le  caractère  des  surfaces  coniques.  Pour  L = M , 
c’est-à-dire , pour  l’hyperboloïde  de  révolution  autour  de  l’axe 
des  z , cette  surface  conique  devient 

Ns*—  Lr*  = o : 

toutes  les  génératrices  font  donc  des  angles  égaux  awc  l’axe 
des  z , et  le  cône  qui  a son  sommet  à l'origine , devient  un 
cône  droit  à base  circulaire. 

.i 

Surface  illimitée  dans  tous  les  sens , ou  hyperboloide . 
à deux  nappes , représentée  par  l'équation 

Lx*—  M y*  — Nz*  = i , 

ou  b*c*x*  — a*c‘y*  — a*b*z*  = a*b*c*. 


218.  Les  sections  principales  ont  pour  équations 


y=tL(x*-«‘), 


b* z*  + c*y*  4r  i V = o : 

les  deux  premières  faites  par  les  plans  des  (xy)  et  des  (xz)  t 
«ont  des  hyperboles  ; la  troisième  par  le  plan  des  (zy)  est 
imaginaire  ; ce  qui  indique  que  la  surface  a des  nappes  in- 
finies dans  le  sens  des  plans  (_ry) , (xz),  entre  lesquelles  il 
reste  un  espace  vide  dans  lequel  est  situé  le  plan  des  (yz). 


Digitlzed  by  Goos 


- DU  SECOND  DEGRÉ.  58g 

aig.  Sous  les  hypothèses  x=o  et  y = o,x=o  etz=o, 
les  axes  z et  y sont  imaginaires;  pour  y~o  et  z~ o , on 
trouve  x = ± a:  ainsi  la  surface  n’a  que  deux  sommets  réels 
sur  l’axe  des  x. 

aao.  Si  l’on  combine  l’équation  de  cette  surface  avec  les 
suivantes , 

ï=  «s,  y = tfz  , 

ainsi  que  nous  venons  de  le  faire  à l’égard  de  la  première 
espèce  d’hyperboloïde  , on  trouve  pour  les  coordonnées  des 
intersections , 

abc  abc  • . abc 


y/frc'a 


*$r—a*c*C‘—a*b*  y/ 
et  poyr  le  radical  égalé  à zéro  , 


v/; 


ç b l/  r'V—  a* 


ac 


valeur  réelle  pour  «*  — , et  iroagina;re  sous  la  relation 

inverse.  Si  on  élimine  « entre  les  équations 

bz\' (‘‘m  — a* 


x — «ez,  y — 
on  obtient  cette  équation 


ac 


b*c*x * — a*r*_y*  — a*b*z'  = o , 

qui  est  celle  d’une  surface  conique  qui  est  asymptotique  de 
l’hyperboloïde  à deux  nappes , et  dont  le  sommet  est  l’origine 
même  des  coordonnées. 

22i.  Si  l’on  fait^dans  la  proposée, 

y =0  cos  <p  , z = r sin  p , 
l'équation  résultante 

Loc>—  E*  (ftl  cos*  f + N sin*  ÿ ) = 1 , * * ; 
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3go 

OH 

r*  ( M co *ap  + N sinaip  ) — Las*  = — I , • 

représente  la  conpe  de  la  surface  par  un  plan  suivant  l’axe 
des  x , coupe  qui  est  une  hyperbole  : la  surface  sera  de  ré- 
volution autour  de  cet  axe , pour  M = N , ou  pour  b~c. 

sas.  On  peut  encore  couper  cette  surface  par  des  plans 
respectivement  parallèles  aux  plans  coordonnés  : en  faisant 
x — m , on  trouve  , 

aVy  -f-  a* b2 z‘  = A’c*  (a1  — a*)  : 

pour  *<^a,  la  seetion  est  imaginaire;  pour  ctz=a,  elle  est 
un  point , et  on  a les  deux  sommets  réels  de  la  surface  ; 
pour  «>a,on  obtient  des  ellipses  dont  les  dimensions  aug- 
mentent avec  *.  Pour  y=  S et  z = y,  on  obtient  des  hy- 
perboles. 

223.  Ce  qui  distingue  essentiellement  cette  surface  de  la  , 

précédente  , c’est  l'intervalle  qui  sépare  les  deux  nappes. 

« 

224.  Dans  l’ouvrage  ayant  pour  titre  : Application  de  l Ana- 
lyse à la  Géométrie , à l'usage  des  élèves  de  V Ecole  Polytech- 
nique , M.  Monge  démontre  que  toute  surface  du  second  degré  , 
peut  être  engèndrée  de  deux  manières  différentes  par  un  cercle 
variable  de  rayon  , dont  le  centre  se  meut  sur  un  diamètre  de  la 
surface , et  dont  le  plan  demeure  parallèle  à lui-même  ; et  il 
tire  de  là  cette  conclusion , qu’il  n’existe  aucun  point  sur  la 
Surface  du  second  degré  par  lequel  on  ne  puisse  faire  passer 
deux  circonférences  de  cercle  qui  soient  entièrement  sur  la 
surface.  Pour  établir  cette  proposition , il  coupe  la  sphère 

a*  + y%  + a*  = r» 
par  un  plan  « 

z = Ai  -f-  By,% 

et  il  obtient  la  projection  de  la  section  sur  le  plan  des  (xy)  ; 
il  coupe  ensuite  la  surface  du  second  degré  par  le  même 
plan , et  il  en  trouve  la  section  projetée  sur  le  même  plan  (xy) , 
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puis  il  identifie  ces  deux  projections  par  des  valeurs  réelles  de 
A , B et  r qui  sont  ici  les  indéterminées  de  la  question , en 
tenant  compte  des  signes  de  L,  M et  N qui  sont  les  caracté- 
ristiques de  chaque  surface  : il  trouve  par  cette  analyse, 
t*.  Que  l'ellipsoïde  est  coupé  suivant  un  cercle  par  le  plan 
qui  passe  par  l’axe  moyen  ab  , et  qui  fait  avec  le  plan  (xy)  , 

un  angle  dont  la  tangente  = - 

a°.  Que  l’hyperboloïde  à une  nappe  est  coupé  suivant  un 
cercle  par  un  plan  passant  par  le  grand  axe  sa  , et  faisant  avec 

le  plan  (xy)  un  angle  dont  la  tangente  = 


3°.  Que  l’hyperboloïde  à deux  rappes  peut  être  coupé 
suivant  des  cercles,  par  des  plans  parallèles  à celui  qui  passe- 
rait par  l’axe  moyen  3 b , et  quf  ferait , avec  le  plan  dej  (xy)  , 


un  angle  ayant  pour  tangente 


r j a‘  -f-  b* 

a V b 3 — c*” 


• Mais  comme  chacune  de  ces  ta"gentes  a deux  valeurs  , il  y a 
donc  deux  positions  du  plan  sécant  : d’ailleurs  M.  Mange  a dé- 
montré, dans  l’ouvrage  cité  plus  haut,  que  toutes  les  section* 
parallèles  d’une  surface  du  second  degré,  sont  semblables  et  ont 
leprs  centres  sur  un  diamètre  (303).  Donc,  etc. 


DES  SURFACES  DÉPOURVUES  DE  CENTRE. 

ss5.  Nous  avons  trouvé  (199)  que  ces  sortes  de  surfaces 
étaient  représentées  par 

* V * ’ 

» «x1  + £y*  -jr  ■=  o : 

c’est  ce  qAn  peut  encore  démontrer  comme  il  suit.  Par  l’une 
des  extrémités  du  grand  axe  an  de  l’ellipsoïde 

iV’x5  -j-  aV*y*  4“  a5i’s*  = aai*c*, 

menons  des  parallèles  aux  axes  principaux  2a,  zb  , ac  : les 
nouvelles  coordonnées  d’un  point  quelconque,  seront  x-\-a=Xr, 


5ga  DES  SURFACES 

y et  * ; ensorte  que  par  ces  substitutions  dans  l’équation  pré- 
cédente , on  aura  celle-ci 

è*c’x'a — aab’c'x'  -f-  aJcy  + cfb'z*  — o (2). 

On  a déjà  vu  (2o5)  que  l’ellipse  intersection  de  l’ellipsoïde 
par  le  plan  (xy) , a pour  équation 


et  on  sait(io3)  que  le  demi-paramètre  de  cette  ellipse  , c’est- 

à-dire  , l’ordonnée  du  foyer,  y = — ; ensorte  que  reportant 

cette  valeur  de  y%  dans  l’équation  précédente,  on  trouve  - 
à*  = a* — P*;  mais  P étant  l’abscisse  du  foyer,  comptée  du 
centre,  et  p celle  du  même  foyer,  comptée  de  l’origine,  on  a 
T = a — p,  ce  qui  donne  * V 

b%  — aap  — p*,  • 

On  trouverait  de  même, 

c*  = 2 ap'  — p'*, 

p'  étant  la  distance  de  l’origine  au  foyer  de  l’autre  section 
faite  dans  la  même  surface  par  le  plan  (xz).  Substituant  ces 
valeurs  de  b a et  c*  dans' (a),  et  remplaçant  x'  par  x,  on 
trouve 

(a ap — pa)[(aap' — p'a)  (x1 — 2ûx)  -f-aaza3 •+" a?(?ap' — p,‘)yl=  o. 
Lorsque  le  centre  s’éloigne  à l’infini , les  quantités  p et  p'  ne 
changent  pas  , mais  a = 00 , et  par  là  l’équation  devient 

pz“  + py1  — 4pp'x  = 0, 

de  même  forme  que  (1),  et  nous  la  représenter^^  par 
Nx  = lz‘  + My*, 

équation  qui  ne  fournit  que  ces  trois  combinaisons  de  signes  h 

Nx  = Lza  -J-  Mya, 

Nx  = Lza  — My", 

Nxx=  — Lza  -f  My*  ; 
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or  les  deux  dernières  étant  de  même  forme,  tout  ce  que 
■l’on  dira  de  l’une  pourra  s’appliquer  à l’autre,  en  changeant 
l’axe  des  z en  celui  des  y , et  réciproquement  ; ensorte  que 
nous  n’aurons  que  les  variétés  données  par  les  deux  premières 
équations. 


Du  paraboloïde  elliptique  donné  par 

Lz*  H-  My*  = Nx. 

é 

l 

aa6.  Les  trois  sections  principales  sont. 

Lz*  -f-  My*  = o , Lz*  = Nx  ; My*  = N*: 

* . S 

la  première  de  ces  équations  donne  l’origine  ; les  deux 
autres  représentent  des  paraboles  dont  le  grand  axë  est 
^selui  des  x. 

Pour  æ = * , y — C , z=  y,  on  trouve 

* Lz*  4-  My*  = N«, 

• Lz*  ==  N*  — MS*, 

My*  = Nx  — • Ly*. 

• 

Ainsi  les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  aux  plans 
(xy)  et  (zx),  sont  des  paraboles , et  les  sections  par  des  plans 
parallèles  à celui  des  (zy),  sont  des  ellipses  dont  les  dimensions 
augmentent  avec  * , et  dont  les  centres  sont  sur  l’axe  des  x : 
c est  pour  cela  qu’on  a nommé  cette  surface  paraboloïde 
elliptique. 

La  surface  en  question  ne  peut  s'étendre  qu’à  droite  du 
plan  (zy).  * 

027.  Toutes  les  sections  faites  par  des  plans  suivant  l’axe 
des  x , sont  des  paraboles  dont  on  obtient  l’équation  en . 
faisant , dans  la  proposée  • 

* sa  r sin  <p  , y =ï  r coa  9,  . 


\ 


» 


1 

j 


j 


R 
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ce  qui  donne 

Nx  = r*  ( L sin*  p + M cos®  e ) , 

et  la  surface  est  de  révolution  autour  de  l’axe  des  x pour 
L = IV1  , auquel  cas  les  sections  par  des  plans  perpendicu- 
laires à l’axe  des  x , sont  des  cercles. 


Du  paraboloïde  hyperbolique  donné  par 
Lz*  = Mj*  — *Nx. 

228.  Nous  prenons  la  troisième  équation.  Les  sections  prin- 
cipales sont 

- L s®  = My®  , La*  = ~ Nx,  My*  = Nx  : 

la  première  équation  représente  le  système  de  deux  droit® 
qui  se  coupent  à l’origine  ; les  df'tix  autres  représentent  des 
paraboles  construites  dans  les  plans  (xa)  et  (xy)  sur  l’axe 
des  x et  sur  son  prolongement. 

Pour  x = « , y = î,z  = y,  on  obtient 

La*  — M f = — N#, 

La*  = — Nr  + Mî®, 

My*  =■:  Nx  4-Ly*: 

les  deux  dernières  appartiennent  à des  paraboles  , et  la  pre- 
mière représente  une  hyperbole  située  dans  un  plan  paral- 
lèle à (zy)  , ce  qui  a fait  donner  à cette  surface  le  nom  de 
paraboloïde  hyperbolique.  Pour  des  plans  sécars  , à gauche 
du  plan  (zy)  , te  devient  négatif,  et  les  hyperboles  intersec- 
tions de  la  surface  par  ces  plans  , sont  représentée  par 

La*  — My'  sss  Ntt. 

t 

'329.  Si  dans  l’équation 
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section  de  la  surface  par  le  plan  des  (xz.)  , nous  représentons 
(Eg.  168)  [[*3  par  AP  la  valeur  de  x,  cette  équation  donnera 

N — * 

a*  = j-  X AP  = PM  . 

Si  à la  distance  AP  on  mène  un*  plan  parallèle  à ( zy ) , la 
section  faite  par  ce  plan , aura  pour  équation 

La"  — My  — Sx  AP; 

l’axe  réel  de  cette  hyperbole  sera  la  valeur  de  a qui  répond 
à y = o , c’est-à-dire , 

a*  = i-  X AP  = PM  ; 

La  • 

donc  les  sommets  de  l’hyperbole  # 

, La1  — «My  = — N«, 

* ' 1 

seront  sur  la  parabole 

La»  = Ng, 

en  faisant  x = — «. 

A mesure  que  le  plan  sécant , et  parallèle  à (a_y)  , s’approche 
de  ( zy  ) , l’axe  réel  de  l’hyperbole  diminue  jusqu’à  devenir 
nul,  et  pour  x =0  on  a deux  droites. 

a3o.  L’équation  de  l’intersection  de  la  surface  paj  un  plan 
mené  suivant  l’axe  des  x , est 

Nx  = r»  (M  ccÉ*  <p  — L sin»  ç) , 

en  posant  toujours 

a = r sin’  <p  , y — r cos  p , 


[’]  Voyez , sut  cette  figatc,  ce  qui  est  dit(ï3»)  relativement  au  paraboloide 
hyperbolique. 
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elle  représente  une  parabole  qui  a son  sommet  à l'origine 
où  r estnul.  Cette  parabole  se  prolongeant  à l’infini,  doit  rencon- 
trer le  plan  parallèle  à (zy),  mené  par  PM,  (fig.  it>8)  : or 
tout  point  de  cette  parabole  appartenant  à la  surface,  et 
l’hyperbole  qui  passe  par  M , contenant  tous  les  points  de  cette 
surface  , qui  sont  dans  le  plan  parallèle  à (yz)  mené  par  FM, 
il  s’ensuit  que  la  parabole  doit  passer  par  deux  points  de 
l’hyperbole  , qu’on  trouvera  en  faisant  x = AP  dans  l’équa- 
tion précédente  , ce  qui  donnera 


- = + / 
r = ~\/ 


NX  AP 


M cos3ç  — L sin“  <p  ’ 


N X AP 


M cos’  p — L sin'J  <p 

ainsi  ces  paraboles  coupent  l’hyperbole  en  deux  points,  et 
les  arcs  d’hyperbole  entre  chaque  sommet  et  ce  poiçt,  sont 
égaux. 

On  observera  que  pour  tang  tp  =v/?  , r devient  infini , 

ce  qui  s’accorde  avec  la  position  des  plans  asymptotes  que  nous 
allons  déterminer. 

* 

331.  Soient,  à cet  effet, 

z = ttx  , y — Cx: 

4 * 

l’équapow  de  la  ^urface  deviendra 


d’où 


.La»*1  = M^x’  — Nx, 

« 

N 

x 0 ' x MC  — L«*  * 


et  conséquemment , * 

z = o,  x=o,  y—  o, 

N ^ N _ N _ 

x—  MC=-L«»’  a“-Mba— U** 
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l’élimination  de  « conduit  à ce  résultat 


La*  — M y*  =*  o , . 

qui  est  le  premier  membre(  de  l’équation  de  la  surface , et 
qui  représente  deux  plans  asymptotes  de  cette  surface , savoir , 


plans  suivant  l’axe  des  x , et  qui  ■ renferment  toutes  les 
asymptotes  des  hyperboles,  dont  on  sait  d’ailleurs  que  le» 
centres  sont  sur  l’axe  des  x , et  dont  l$s  él^piens  de  position 
des  asymptotes , sont  indépendans  de  a. 

*h3a.  Tout  ce  que  nous  avbns  dit  sur  les  surfaces  du  second 
degré,  représentées  par  les  réduites 

Lx*  + My*  + Na*  = 1 , La*  -f- M y*  = Nx, 
se  trouvera  résumé  dans  ce  qui  suit  : 

Ellipsoïde.  * 

Le  point  A ( fig.  164  ) étant  l’origine  des  coordonnées  et 
le  centre  de  la  surface,  l’ellips%  (1)  est  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  (xy)  ; l’ellipse  (a)  est  sa  section  par  le  plan 
(xa) , et  l’ellipse  (3)  est  sa  section  par  le  plan  (ya)  : les 
axes  de  ces  trois  ellipses  sont  aa,  26,  sc,  ou  SS',  S"S*, 
S‘’S’,  et  S , S',  S",  S",  Slv,  Sv  sont  les  six  sommets  réels  de 
la  surface.  11  faut  concevoir  les  centres  A'  et  A*  en  A , l’axe 
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SS'  de  la  section  (a)  sur  l’axe  SS'  de  la  section  (1)  f et  le 
plan  de  la  section  (a) , qui  est  celui  des  (xz) , perpendiculaire 
au  plan  (xy)  de  la  section  (i) , plan  horizontal  ; enfin  l’axe 
S" S*  de  la  section  (3)  sur  l’axe  S"S"  de  la  section  (1),  et  le 
plan  de  (3)  qui  est  celui  des  (yz) , en  même  temps  per- 
pendiculaire à celui  des  sections  (1)  et  (a).  Si  du  point  A 
ou  A',  comme  centre , avec  le  rayon  AS"  = A'*  = b , on 
décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  l’ellipse  (a)  aftx  points  * et 
a , les  deux  droites  <**'  et  AA',  ou  aa!  et  AA'  déterminent 
la  position  des  plans  qui^coupent  l’ellipsoïde  suivant  un  cercle. 

Hjperboloïde  à une  nappe. 

Le  plan  ( xy  ) coupe  cette  surface  suivant  l’ellipse  (1)  , 
(fig.  i65  ) ; les  plans  (xz)  et  (yz)  la  coupent  suivant  les 
hyperboles  (a)  et  (3);  S,  S',  S",  S*  sont  les  quatre  sommets 
réels.  Il  faut  encore  concevoir  les  deux  centres  A',  A"  en  A, 
l’axe  SS'  de  la  section  (a)  sur  l’axe  SS'  de  la  section  (î) , et 
le  plan  (xz)  de  la  section  (a) , perpendiculaire  au  plan  (xy) 
de  la  section  ( î ) •,  enfin  l’axe  S"S*  de  la  section  (3)  sur  l’axe 
S"S*  de  la  section  (i) , et  le  plan  (yz)  de  la  section  (3)  perpen- 
diculaires aux  plans  (xy)  , (xz)  des  sections  (i)  et  (a).  Si  du 
point  A",  comme  centre  , avec  A"«  = AS  = a , comme  rayon , 
on  décrit  une  circonférence  qui  coupe  l’hyperbole  (3)  en  * et  a, 
‘ les  deux  droites  **'  et  AA",  ou  aa'  et  AA"  détermineront  la 
position  des  plans  qui  coupent  l’hyperboloïde  suivant  un  cercle. 

Hyperboloïde  à deux  nappes ; 

Le  plan  (xy)  et  le  plan  (xz)  coupent  cette  surface  suivant 
les  hyperboles  (î)  et  (a),  . (fig.  166)  ; S et  S'  sont  les  deux 
seuls  sommets  réels  de  la  surface.  Il  faut  toujours  se  repré- 
senter l’axe  SS'  de  la  section  ( a ) suivant  l’axe  SS'  de  la 
section  (i)  , et  le  plan  (xz)  de  la  première  section  perpen- 
diculaire au  plan  (xy)  de  la  seconde.  L’hyperboloïde  à deux 
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nappes  est  composée  de  deux  surfaces  isolées  qui  laissent 
entr’elles  un  e-pace  indéfini  , .-vide  et  limité  par  les  cônes 
asyniptotiques  de  la  surface  , dont  le  sommet  commun  est  en 
A,  tandis  que  la  surface  hyperboloïde  à une  nappe,  est  con- 
tinue et  formée  d’hyperboles  dans  des  plans  par  l’axe  des  z, 
dont  les  axes#onttous  les  diamètres  de  l’ellipse  (1) , (fig.  i65), 
et  les  sommets  sont  touj  les  points  de  cette  ellipse. 

Paraboloide  elliptique. 

• » 

Les  paraboles  (1)  et  («),  (fig.  167),  sont  les  sections  de 
la  surface  , par  les  plans  ( xy  ) , ( zx  ) : l’origine  À des 
coordonnées  , est  le  sommet  commun  à ces  deux  paraboles, 
qui  ont  pour  grand  axe  celui  des  x,  qui  est  la  commune 
intersection  de  ces  plans  perpendiculaires  l’un  à l’autre.  Alors  le 
plan  (zy)  touche  la  surface  en  son  sommet , et  les  plans  parai-  > 
lèles  à (zy)  la  coupent  suivant  de£  ellipses.  liés  droites  st , sY, 
s"t",  etc.  sont  les  traces  des  plans  parallèles  aux  plans  (xz) 
qui  / comme  ces  derniers,  coupent  la  surface  suivant  des  pa- 
raboles dont  les  sommets  sont  en  «A,  s,  s',  s",  paraboles  qui 
sont  les  mêmes  que  celle  de  la  section  (a) 

* • 1 

Paraboloide  hyperbolique. 

V- 

Les  paraboles  (1)  et  (2)  sont  les  «sections  de  la  surface, 
par  les  plans  des  (ry)  et  des  (xz)  : les  axes  principaux  de 
ces  paraboles , sont  l'axe  des  x , et  il  faut  concevoir  que  le 


[*}  Les  sections  parallèles  au  plan  (x*)  sont  (xa<î)  représentées  par 
L z*  =r  Nx  — MC*,  C t tant  la  distance  comptée  sur  l’axe  des  y , du  plan 
de  la  section  parallèle  h celbi  des  (xaj  : or,  pour  ’JSx  — MC*  = o,  on  a 
s ss  o } donc  le  sommet  de  toute  parabole  dont  le  plan  est  parallèle  à (xz) , 

v MC* 

«>t  sur  la  parabole  de  ia  section  ( t ) : en  faisant  x =±  f-  X , on  a 

La*  = NX. 
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sommet  A de  la  section  (2)  étant  réuni  au  sommet  A de  la 
section  (1),  et  l’axe  principal  dé  la  section  (2)  étant  le  pro- 
longement de  celui  de  la  section  (1)  , à gauche  de  l’origine  A, 
le  plan  de  la  première  section  soit  perpendiculaire  à celui 
- de  la  seconde.  Toutes  les  sections  faites  dans  la  surface , par 
des  plans  parallèles  à celui  des  (yz) , sont  des  hyperboles 
dont  les  sommets  sont  sur  la  parabole  (2)  Les  droites  ts  , 
/s',  t"s“,  etc.  sont  les  traces  des  plans  parallèles  à celui  des 
(xz) , qui  coupent  la  surface  suivant  la  parabole  (2)  : les  som- 
mets de  ces  sections  paraboliques,  sont  A,  s,  s',  s",  etc.  Les 
droites  ti' , tt'  représentent  les  intersections  de  la  surface  par 
le  plan  des  (yz).  Il  faut  encore  se  représenter  les  deux  plans 
» asymptotes  de  la  surface , conduits  suivant  l’axe  des  x , et 
qui  contiennent  les  asymptotes  des  hyperboles  dont  les  som- 
mets sont  sur  la  parabole  (2).  , 

4 

a35.  Il  sera  facile  de  discuter  la  surface  de  l'équation 
Az3  -f-  By  -|-  Cx  = 0, 

Comprise  dans  l’équation  générale  du  second  ordre  entre 
trois  variables  ; c’est  pourquoi  nous  bous  dispenserons  de  nous 
y arrêter. 

* 

aZ 4.  On  peut  aussi  rapporter  les  intersections  des  surfaces 
par  un  plan , à des  coordonnées  prises  dans  ce  plan.  A cet 
effet,  on  fera  2!  — o dans  les  formules  (3i,  rhap. XVIII ) , et 
dans  les  seconds  membres  de  ces  formules  , on  ajoutera  *,  £,  y, 
' coordonnées  de  la  nouvelle  origine , par  rapport  à. l’ancienne. 

Ainsi  on  emploiera  ces  formules 

x = x cos  4'  -f -y'  cos  ô sin  4-  -f-  * , 
y = — x'sin  \J>  -|-  y'  cos  0 cos  4 “P 
. Z = — y'sin  0 -f-  y, 

et  on  substituera  ces  valeurs  de  x,  y , z dans  l’équation 
•>  Hx*  -f-  H'y3  + H "z*  -f-  Px  + Py  + P"z  = o, 

: » ' 
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qui  représentent  les  surfaces  qui  ont  un  centre,  et  celles  qui 
en  sont  dépourvues , l’origine  étant  d’ailleurs  sur  un  point 
de  la  surface. 

Maintenant,  si  l’on  veut  que  l’intersection  soit  un  cercle, 
on  disposera  des  indéterminées  -4-  et  fl  , de  telle  manière  que  le 
coefficient  du  rectangle  étant  nul , ceux  de  x'1  et  y 2 soient 
égaux  et  de  même  signe  ; et  on  trouvera  que  ces  conditions 
sont  remplies  par  les  deux  équations 

H cos1  fl  sin*  4 + Kf  cos11  fl  cos1  4 + H"  sin1  fl 
— H cos1  4'  — H'  sin1  4 = ° > 


sin  4 cos  4 cos  ® — 0 > 


qui  servent  à déterminer  4 et  6.  La  seconde  est  satisfaite  par 
cos  fl  = o , et  la  première  donne 


tang  4 = 


la  réalité  de  tang  4 exige  que  la  quantité  sous  le  radical  , 
soit  positive.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  question  , 
sur  laquelle  nous  renvoyons  à l’excellent  Traité  de  M.  Diot, 
et  nous  passerons  à des  applications  des  formules  ci-dessus. 


Equation  de  l intersection . de  la  surface  conique  par 
un  plan. 


û35.  Nous  regarderons  toujours  la  surface  conique  comme  en- 
gendrée par  le  mouvement  d’une  droite  qui , dans  toutes  ses  po- 
sitions , est  assujétie  à passer  par  le  même  point  donné  de 
l’espace  , et  par  tous  les  points  d’une  circonférence  donnée 
dans  le  plan  horizontal  (chap.  XV)  ; l’expression  analytique 
de  cette  génération , sera  l’équation  de  la  surface  conique  : 
nous  couperons  cette  surface  par  un  plan , et  il  s’agira  de 
trouver  l’équation  de  la  .courbe  d’intersection. 

Les  équations  d’une  droite  assujétie  à passer  par  un  point 

as  ; 


4oa  des  surfaces 

x',  y,  *!  de  l’espace  (fig.  1S9) , sont  (chap.  XVI) 

(1) x —x  =a(z—  z)  , y— y'=.b(z  — a')... (2); 

la  courbe  individuelle  qui  dirige  le  mouvement  de  la  généra- 
trice , étànt  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  (xy),  peut  être 
coDsidér.ée  comme  l’intersection  d’une  sphère  par  ce  plan  , 
ensorte  qu’on  aura  ces  équations  de  la  sphère  et  du  plan 

(3) x*  + y+z*  = r*,  a=o (4), 

r désignant  le  rayon.  Les  équations  (x),  (2),  (3) , (4)  doivent 
avoir  lieu  en  même  temps  : or  cette  dernière  réduit  les  trois 
premières  aux  suivantes , 

x — x' = — az' , y — y = — bz' , y + x‘=r*, 
dont  les  deux  premières  donnent 

xa  = (x' — az'y  , y1  = (y'  — bz'y , 

' ••  t * 

substituant  ces  valeurs  dans  la  troisième , on  trouve  cette  équa- 
tion de  la  surface  conique 


" x'*—  a ax'z'+  «V*+  y*—  aby'z'+  b*z*  = r’ (5)  ; - 

remplaçant  a et  & par  leurs  valeurs  prises  dans  (1)  et  (a),  à 
l’effet  de  faire  rentrer  dans  (5)  les  coordonnées  générales  x , 
y,  z de  tout  point  de  cette  surface , puisqu’elles  sont  celles 
de  la  génératrice  dans  toutes  ses  positions , on  trouve  enfin 


= r.__(y»-f  x'*) (6). 


Transportons  maintenant  l’origine  des  coordonnées  du  point 
A qui  représente  l’origine,  au  point  S ou  au  sommet  du  cône 
(Sg.  170) , en  laissant  les  nouveaux  axes  parallèles  aux  axes 
primitifs  , et  désignons  par  X,  Y,  Z les  points  de  la  surface 
rapportée  à la  nouvelle  origine , celles  du  centre  A rapporté 
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à l’origine  S , étant  x',  y',  z : nous  aurons  ces  relations 

X=  x' — x,  Y 3=  y — y’,  Z=  z' — z: 

ces  valeurs  reportées  dans  (6)  donnent , après  les  réductions 
et  Je  changement  de  X,  Y,  Z en  x,y,  z, 

— ra)  2.  *+2'“  (x^-f-y) — 2 x'z'xz — ay'z'yz  = 0. ...  (7). 

Nous  supposerons  maintenant  le  cône  en-  question  coupé  par 
un  plan  perpendiculaire  à celui  des  (xz),  «t  nous  chercherons  les 
équations  de  la  courbe  d’intersection  pour  les  différentes  positions 
diï  plan  sécant,  cette  courbe  étant  rapportée  à des  coordonnées 
prises  dans  le  plan  coupant. 

Soient (fig.  171)  Y"KX"  ce  plan  coupant,  N l’origine  des  coor- 
données rectangulaires  x”,  y"  des  points  tels  que  M de  la  courbe 
d’intersection , coordonnées  comptées  de  N sur  NX''  et  sur  une 
parallèle  à l’axe  KY"  menée  par  N dans  le  plan  coupant  : 
désignons  par  ô l’angle  du  plan  sécant  avec  le  plan  horizon- 
tal , et  par  * , y les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  N 
rapportée  à l’ancienne  S : on  aura  ces  relations 

x = Sp  -f-  NP  =«+r*  cos  A = a -f-  mx", 

H 

y=y> 

z = N/j  -f-  PM  — y x"  sin  $ = y -f-  nx". 

Substituant  ces  valeurs  dans  (7) , et  représentant  x'a-j-ya — r* 
par  p , on  aura  cette  équation  générale  de  l’intersection , après 
avoir  changé  x",  y",  z"  en  x,  y,  z , 

z'ay  — 2/î  y' z'xy  -f  ( pna  -f-  m‘z'a  — 2 m.nx'y'  ) x“ 

— zyÿz  y -f-  2 (pyn  -f-  nmz'1 — »nx'z' — ymx'z')  x 
-f-  pya  -f-  — 2«yx'z'  = 0 (8) , 

laquelle , sous  les  abréviations 

z'*  = A , — inf  z'  — B , pna  -f-  m“z'a  — 2 mnx' ÿ = C , 

— 2yy'z  = D , 2 (pyn  -(-  «mz'a — nnx'z' — ymx'z')  = E , 

P'/-}-  *az/a — Huyx'z'  — F ; 

aSn 


4°4 

devient 


DES  SURFACES 


A y*  + B xy  + Cx3  -f-  Dy  -{-  Ex  -f-  F = o. . . . . . . (9) , 

qui  est  l’équation  générale  du  second  ordre  entre  deux  va- 
riables , discutée  (chap.  IV). 

Examinons  les  intersections  dues  aux  diverses  positions  du 
plan  sécant. 

Supposons  ce  plan  mené  par  S , et  de  plus  l’origine  N 
en  S (fig.  171)  : on  a* 

• = o,  y = o , d’où  D = o , E = o,  F = ®, 
et  l’équation  (9)  se  réduit  à 

A y1  + Bx_y  -J-  Cx*  = o, 

qui  représente  deux  droites  menées  par  l’origine  S,  lesquelles 
sont  deux  arêtes  du  cône  ; ces  droites  peuvent  être  réelles 
toutes  deux  , ou  imaginaires  , ou  se  réduire  à une  droite 
unique,  suivant  les  relations 

B2  — 4AC  > o , < o,  =0. 

Si  le  plan  coupant,  que  nous'  supposerons  toujours  passer 
par  l’origine  S,  vient  à coïncider  avec  le  plan  primitif  YSX  , 
on  aura 

sin  8 = n = o , cos  6*2=771=1,  * = o , y = o, 

et  l’équation  (9)  devient 

y*  - 1-  x*  = o , 

équation  d’un  point  qui  .est  l’origine. 

Par  l’axe  AS  du  cône  (fig.  172),  et  par  une  parallèle  au  plan 
(zx),  menons  un  plan  qui  coupera  la  base  du  cône  suivant  le 
diamètre  BD  ,et  sa  surface  suivant  les  arêtes  SB,  SD  parallèles 
au  plan  (xz) , et  supposons  que  le  plan  coupant  devienne  paral- 
lèle à SB.  Si  sur  les  coordonnées  du  centre  A de  la  base, 
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comptées  de  S , on  construit  un  parallélépipède  , on  aura 

„ EF  z'  n 

6 = EBF  et  tang  ô =:  — = —, — — ; 

s EB  x — r m 

d’où  l’on  conclut 

( ni'  — mz'y  = r’n', 


et , en  développant , 

* 7i*x,a  — - a mnx'z'-\-  m2z'% — r“n*  = o . . . . ( i o)  , 
et  conséquemment  cette  caractéristique 

B2 — 4AC  = — /Çz'2Ç — n2y'‘- f-  pn“+  mV1 — nmnx'  z') 

— — («“a:'3 — Q77mx'z/-f-m*s'3 — rVJ) = o . . . ( 1 1), 


en  remplaçant  p par  sa  valeur  et  tenant  compte  de  l’équation 
de  condition  (îo).  On  a donc,  pour  cette  position  du  plan  cou- 
pant qui  donne  une  courbe  indéfinie  dans  un  sens  , et  limitée 
dans  l’autre  , c’est-à-dire , la  parabole , ’ 


R r ai.  D I 

±5*  ^Ca(BD-flAE)*  + B*-4AF]. 

Pour  a =z  o , y =t  o , le  plan  coupe  le  cône  suivant  l’arête  SB  ; 
alors,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  D = o,  E=o,  F = o,  et 
l’équation  précédente  devient 

Bx 

y = 

Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à l’autre  arête  SD , on  a 


. EF  z1 

tangfl  = — = 


x'-f-  r 


n 

m 


et  on  retombe  sur  l’équation  de  condition  (î  i)  : ce  plan  coupe 
alors  suivant  une  parabole , le  cône  inférieur  opposé  par  le 
sommet  à celui  que  nous  avons  considéré  jusqu’ici. 
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Supposons  qu’à  partir  de  la  position  parallèle  à SB , le  plan 
coupant  s’incline  vers  le  plan  horizontal , de  manière  à rencontrer 
les  deux  cônes  opposés  : il  résultera  de  cette  position  du  plan 
une  courbe  indéfinie  dans  les  deux  sens,  formée  de  deux 
branches  tracées  sur  les  deux  cônes  , et  qui  est  l’hyperbole  ; 
mais  alors 

n z' 

tang  & — — —, , d’où  ( rue' — r*rta, 

0 m x — r . 

c’est-à-dire , 

»ax'a  — a mnx'z'  -f-  mVa  — rani  < o , 
et  de  là  , 


— 4z'a(nax'a — 2mnxV-f-maz.'a — r'ri3)  rr  Ba — 4^C>o...(i3), 


caractéristique  de  l’hyperbole. 

Supposons  enfin  que  le  plan  coupant  traverse  le  cône  BSD , 
position  qui  sera  donnée  par  l’hypothèse 


on  en  déduira 


tang  fl  = £ > 

771 


4 


— 4s'*  (nax'a— amnx'z'-f-mV* — nar*)=  B! — 4AC,<^o. . . (i3) , 

caractéristique  de  l’ellipse  qui  est,  en  effet,  la  courbe  d’inter- 
section : elle  peut  être  un  cercle  , et  nous  rechercherons  la 
position  correspondante  du  plan  sécant.  Il  faut  que  l’équation 
de  l’intersection  soit  de  la  forme 


_ya4-  xa—  a y' y — ax'x  -f-  ÿ*  x'a  — r3  — o 

( chap.  X ) : on  a donc  en  même  temps  A = C , B = 0 , 
c’est-à-dire , 


pna  + maz'a  — 2 mnx'z'  = z'a , ny'z'  — o : 
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S 

équations*  qui  reviennent  à celles-ci  : 

axVl  = o, 

m L m J 

Ainsi,  l’une  des  racines  est 


n 

m 


— o. 


n /> 

— = tang  9 = 

771 


o ; 


donc , comme  on  le  sait , la  section  est  circulaire  lorsque  le 
plan  coupant  est  parallèle  à la  base  du  cône  : la  première 
de  ces  équations  admet  encore  la  racine 


a xfz! 

p — a'a 


= tang  6 -, 


mais  la  seconde  ne  peut  devenir  nulle  pour  cette  valeur  de  9 , 
qu’autant  qu’on  a en  même  temps  y'  — o , auquel  cas  la 
condition  B = o a toujours  lieu  : sous  cette  hypothèse  , le 
centré  de  la  base  dt  cône  , est  dans  le  plan  (jrz) , qui  devient 
le  plan  par  l’axe,  et  il  s’agit  de  trouver  la  situation  du  plan 
coupant.  On  a (fig.  iy3) 

BD 

AB  = — - = r,  AG  = x',  SG  z',  BG  — a!  — r. 
a 


Posons  PBS  = B , BDS  = D , les  Formules  trigonométriques 
connues  donneront 


or 


tans  (B— DI  = tangB  ~ tangD 

^ î -f-  tang  B. tang  D ’ 

n SG  z! 

•"sB  = -bG  =-Z=r,‘ 

, r»  SG 
tang  D = — — = — 


donc 


tang  (B —D)  = — 


DG  x'+  r * 
2 x'z' 


st/i' 


x'3—  s'*  — ra 


p — a 


Ti  > 
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et  conséquemment, 

tang  B ~ — tang  (B  — D ) -, 


donc  si  l’on  mène  la  ligne  R'BR  de  manière  que  l’angle 
SBR  = D , on  aura 


tang  R'BD  = — tang  R'BG  = — tang  (B  — D ) = tang  0. 


Ainsi  une  section  par  un  plan  perpendiculaire  à BSD,  sui- 
vant la  droite  RR',  ou  toute  autre  qui  lui  soit  parallèle  , sera 
circulaire. 

Lorsque  x'  = o , la  seconde  valeur  de  tang  0 devient  nulle  , 
les  deux  sections  se  confondent,  et  alors  le  cône  est  droit,  en 
observant  qu’on  a déjà  y'  = o. 

Faisons  en  même  temps  y'  — o , x'  =0  dans  l’équation  (8)  : 
alors  l’axe  du  cône  coïncide  avec  l’axe  SZ,  et  cette  équation 
se  simplifie  et  devient 

t'*y+  ( — r’n'+mV*)  x1-}-  2 ( — r\n  -f-  x 

+ «Va— rV=  o 04)  : 

les  coefficiens  A , B , C sont  ici 

A = a'*,  B — o , C = — r’n*  -f  mV*  : 

et  la  caractéristique  de  la  parabole  devient  — 4^-C  > mais 
comme  le  coefficient  A ne  peut  être  nul , il  faut  que 

C — — r-n*  + m’z'“  = o : 

I 

ainsi  , pour  la  parabole  , l’équation  (14)  se  réduit  à 

t!*y%- f-2  (—  f’yn  am:1’)  x -f • — r*y*  = o (i5)  : 

l’axe  des  x divise  donc  la  courbe  en  deux  parties  symétriques  : 
le  sommet  est  le  point  d’intersection  de  cet  axe  avec  la  courbe. 
Pour  ce  sommet  on  a y = o,  et  la  valeur  correspondante  de  X , 
étant,  d’après  (i5), 

X—  rV  — «V* 

2 («mt'5 — r’yrc)  * 


V 
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si  l’on  prend  NA  = X(fig.  174),  on  aura 
NP  = NA  -f  AP , 

rV  — *»**'* 


4°9 


ou 


x — X -f-  X!  — x\  + 


2 ( *ms's — r“yn)  ’ 
dont  la  substitution  dans  (1 5)  "donne 


zr‘y * -f-  2 ( *m: 
c’est-à-dire  , 

y*  — spx,  — o , ou 
y ;?r“ — «mi'* 


ynr1)  x,  = o , 


en  posant 


y — zpx  — o (16), 

= p , et  changeant  X,  en  x : alors 


le  nouvel  axe  des  y passe  par  le  point  A où  il  touche  la 
courbe. 

Si  l’on  suppose  l’angle  au  centre  du  cône , = 1 ood,  ce  qui 
est-  une  particularité  de  plus , on  a ces  conséquences  , 


n — sin 


771  = COS  0 = 


V*»’ 


et  si  l’origine  N est  sur  un  point  de  l’aréte  SD  , on  a de 
plus  * = y , ensorte  que  p = * ÿa  , et  l’équation  de  la  pa- 
rabole devient 

y = aaxl/2 (17). 


Pour  l’ellipse  et  l’hyperbole , les  caractéristiques  se  réduisent 
à — 4AC  <[  o , — 4-^C  0 pour  x — o , y'  — o : or  à 

cause  de  A positif,  il  faut  qu’on  ait  pour  l’ellipse 

C = — rana  + mV*  > o , 
et  pour  l’hyperbole , 

C = — r1»*®  -f-  m*s'*  < o.  . 

Ne  considérons  d’abord  que  la  première  de  ces  deux  courbes, 
qui  est  toute  entière  sur  l’une  des  deux  surfaces  coniques 
opposée  par  le  sommet.  D’abord  l’équation  (14)  indique  qu’à 
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chaque  abscisse  correspondent  deux  ordonnées  égales  et  de 
différens  signes  : l’axe  NX  est  donc  symétrique  dans  la  courbe , 
et  les  points  A et  A''  dans  lesquels  cet  axe  est  rencontré 
par  la  courbe , en  sont  les  sommets  : l’équation  (i4)  donne 
pour  abscisses  correspondantes  , 

( r\n  — «mi'* (an  — ym)  rz!  • 

~ — r'ri1  + ma  ' 

Pour  construire  ces  intersections  , nous  porterons  de  N en  G 
la  longueur 

'■  , tvp  _ rV»  — »mz '»  # 

J — r’re1  + maz/*  * 

puis  de  C en  A et  de  C en  A',  les  longueurs 
CA  = 4-  ’JtüüÙJÉ  — _l_  A 


, (an  — ym  ) ra'  _ 


CA'  = 


7n“a  a — r*n.a 


A; 


le  point  C sera  le  centre  de  la  courbe,  et  on  voit  que  la 
parabole  n’admet  pas  de  centre. 

Pour  transporter  l’origine  de  N en  C,  il  faudra  établir  entre 
les  abscisses  NP  = x , CP  = x, , la  relation 

x = x,  -f-  CN  , 

et  remplacer  x par  cette  valeur  dans  (i4)  ’>  mais  pour  abréger 
le  calcul , nous  poserons 

r”yn  — amz‘ '*  = N , — r’n1  -f-  = D , 

ensorte  que  le  résultat  de  la  substitution  sera 

+ D {Xî+^  *.  + g-a}  — aN  (X<  + 5) 

4-  «V*  — rV  = o , 

lequel , après  avoir  effectué  les  opérations  et  changé  r.enar, 


« 
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deviendra 

z<>y'+{m'z"'-r'n'}  x3-  =0 (18) , 

équation  de  l’ellipse  au  centre. 

L’équation  de  la  courbe  rapportée  au  soqmiet  A comme 
origine  des  coordonnées,  sera 

z'3y  -f-  [mV* — r’n3]  x3 — a (an  — ym. ) rz'x (ig). 

Nous  avons  déjà  trouvé  l’expression  de  CA  que  nous  nom- 
merons A : pour  avoir  CB,  on  fera x = o dans  (i8),  ce  qui 
donnera 

CB  = B = 

/mV-r*»* 

De  ces  expressions  de  A et  B , on  déduit 

B3  _ mV*-  r»n* 

Â*  ~ z7*  ’ 

B1  — 

B*  ( «en  — ym  ) r 

A ^ # 

ensorte  que  l’équation  (18),  divisée  par  z'1,  devient  par  le 
fait  de  ces  substitutions  ; 

A3y  + B3*1  = A3B3 (ao)  , 

et  l’équation  (19)  , divisée  par  z/a,  se  change  dans  la  suivante, 

A3y  -f-  B3x3  = 2AB3x (ai). 

Si  l’on  suppose  l’angle  au  centre  du  cône,  = iood,  on  a 
r — zi , et  après  la  division  par  z'3,  les  équations  (18)  et  (19) 
deviennent 

y-f  (m3— n3)  x3—  = o (a2) , 

y+  (m3— n3)  x3  — 2 ( «en— ym ) x = o (a3)  : 
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si  de  plus  on  fait  8 = 20oa,  auquel  cas  n = o,  m = — 
A = y,  l’équation  (22)  donne 


1 » 


y 4*  x3 — y=o,  ou  y-fxa  = Aa, 

équation  d'un  cercle  rapporté  au  centre , et  dont  le  rayon  est  A. 
Enfin  si  0 = 0,^  = 0,  l’équation  (22)  devient 

•y  + = o» 

et  l’ellipse  dégénère  en  un  point  qui  est  le  sommet  du  cône. 

Pour  l’hyperbole  , les  deux  branches  se  trouvent  sur  les  sur- 
faces coniques  opposées.  On  portera  encore  les  longueurs  NC  , 
CA  , CA',  déduites  de  l’équation  (»i 4),  de  N en  C et  de  C 
en  A et  A'(fig.  174)-  Pour  transporter  l’origine  de  N en  C , il 
faudra  encore  faire  dans  (14)  , 


x = NC  -f*  *1» 

substitution  qui  ramènera  à l’équation  (t8)  : et  pour  transpor- 
ter l’origine  du  centre  au  sommet  A , on  posera  dans  celle-ci 

x — CA  l x , | 

et  on  sera  conduit  à la  transformée  * 

*'»y  4-  (mV*  — r“n“  ) x3  + 2 rz'x (24)  -, 

mais  la  valeur  de  y correspondante  à x = o,  laquelle  était 
réelle  dans  l’ellipse  rapportée  au  centre , devient  imaginaire 
pour  l’hyperbole  caractérisée  par 

mV‘  — r3n3  <0.  # 

Ici  nous  prendrons  pour  B , non  plus  1 ordonnée  correspon- 
dante à x=  o , comme  nous  l’avons  fait  pour  1 ellipse  , mais 
seulement  le  facteur  réel  dans  cette  ordonnée , savoir , 

B = r ■ 

\/  r’-n* — m3z.'“  * 

alors  on  a 

B3  m3z'3— r*n3  («n— B3 (un—ym)r^ 

A3  ï7»-  J b — rV' — m'z'3  ’ A a'  * 
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ces  substitutions  faites  dans  les  équations  (18)  et  (24)  , les  ré- 
duisent à 

Ay  — B*x*  = — A’B3 (25), 

A 'y*  — Bax2  = 2 ABax  , 

et  si  l’on  compte  les  abscisses  positives  de  A vers  A',  c’est-à- 
dire  , dans  le  même  sens  que  celles  de  l’ellipse , cette  dernière 
équation  devient , en  changeant  x en  — x , 

A — Baxa  — — nABax (26). 

Pour  l’angle  au  centre  = iood  et  fl  = iood,  auquel  cas 
r=z',n=i , m~  o , a = A=tB , l’équàtion  (25)  se  change 
dans  celle-ci 

y%  — X*  + Aa  = o, 

et  alors  l’hyperbole  est  dite  équilatère.  Pour  * = o,  la  courbe 
dégénère  en  deux  droites 

y*  _ x*  = o. 


I 


* 


€ 
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CHAPITRE  XX. 

Du  plan  tangent  aux  surfaces  du  second  degré. 

236. Si  l’on  imagine  un  plan  tangent  à une  surface  courbe 
quelconque  , et  une  suite  de  plans  qui  passent  par  le  point  de 
contact,  et  qui  coupent  la  surface  et  le  plan  tangent,  les  sec- 
tions faites  sur  la  surface  courbe , auront  respectivement  pour 
tangentes  ces  droites  intersections  du  plan  coupant  et  du  plan 
tangent. 

Réciproquement,  si  tant  de  droites  qu’on  voudra  sont  tan- 
gentes à une  surface  courbe , et  ne  forment  qu’un  seul  et 
même  contact,  elles  seront  situées  dans  le  plan  tangent  à 
cette  surface , et  elles  détermineront  ce  plan  , puisque  chacune 
des  courbes  passant  par  le  point  de  contact , ne  comporte 
qu’une  tangente. 

Pour  obtenir  l’équation  du  plan  tangent,  il  ne  s’agit  donc 
que  d’exprimer  algébriquement  qu’une  droite  est  assujétie  à 
passer  par  un  point  d’une  surface,  et  à lui  être  tangente 
dans  toutes  les  positions.  ‘La  méthode  que  nous  allons  expo- 
ser , et  qui  est  analogue  à celle  dont  on  a fait  usage  (chap.  LX) , 
s’applique  aux  surfaces  en  général. 

Nous  représenterons  par 

Mz»  +'  Ny»  4 Px»  + M'a  + K y + P'x  + K = o (i  ) , 

l’équation  des  surfaces  du  second  degré , qui  comprend  en 
efFet,  celles  qui  ont  un  centre  et  celles  qui  en  srtÉft  dépour- 
vues. Si  x't  y',  a'  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact , 
on  aura  • 

Ma'»  -f  N y»  + Px'»  4 M'a'  + N'/  4 PV  4 K = o . . . (a) , 
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les  équations  des  projections  d’une  droite  menées  à volonté 
par  ce  point,  sont 

x — x'  = a(z  — z'),  y — y—b( s — z')..;.  .(3), 

et  il  s’agit  d’assujétir  cette  droite  à tfcucher  la  surface  au  point 
x',  y',  z' , dans  toutes  ses  positions.  Ronr  transporter  l’origine  des 
coordonnées  à ce  même  point , et  rapporter  ceux  de  la  surface 
courbe  à des  coordonnées  polaires  (ig3)  , on  fera  dans  (1)  , 

ac=  R cos  fl  cos  <f  + *?>  J = R cos  8 sin  ?+y,  sin  Q-j-z'j 

ou,  pour  abréger, 

x — R pm  -f-  x‘ , y — Rprt -f -y',  z = Rq -f-  s', 

p étant  — cos  fl  , m = cos  <p  , n = sin  ç , q =j=  sin  fl  : on  aura 
pour  résultat  de  ces  substitutions  , 

M (Rq +*')“+ N ( R/m -f  y')*  +P  {Rpm  -f  *0a 
-f-M'(Rq-f-  z')  -f-  N' ( R/m  + y' ) -f-  P*  (R/>m+  x')  = o ; 

le  développement  de  cette  équation  sera  visiblement  de  la 
forme 

/«R3  -f-  »R  -4*  I — o , ou  R (/«R -f- v) -f- 1 : 

or  pour  que  la  droite  devienne  tangente  à la  surface , il  faut 
que  les  deux  valeurs  de  R soient  nulles , condition  qui  exige 
0 qu’on  ait 

l = o,  v = o : 

mais  | = o répète  l’équation  (a)  , et  la  quantité  i est  la  somme 
des  coefficiens  qui  multiplient  la  première  puissance  de  k : 
ensorte  qu’on  a cette  unique  condition 

<t  = aM  qz'  + aN/mj' -f-  2P pmx'  -f-  M 'q  -f-  Wpn  -f-  P 'pm  — o ; 
divisant  par  q , et  faisant  attention  que  (pag.  35a) 
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aMz'  + aNiy  + aP  ax'  + M'  + N'i  -f-  Fa 

Cette  équation  étant  la  seule  qui  existe  entre  a et  b , il  s ensuit 
que  la  position  de  la  tangente  , est  absolument  arbitraire  : 
éliminant  a et  b au  moyeh  des  équations  (3)  qui  donnent 


on  trouvera , en  réduisant  à l’aide  de  la  relation  (a) , 

( aMz  + M')  a 4-  (aN/  4-  N'  ) J + ( aPx'  + V ) x 
4-  M'a'  4-  N'/  4-  P'x'  4-  aK  = o. (5)  , 

* où  x , y , a sont  les  coordonnées  de  la  tangente  aij  point  x , 
y,  a ' dans  toutes  ses  positions  : cette  équation  est  d ailleurs 
celle  d’un  plan,  et  conséquemment,  celle  du  plan  tangent. 

• Lorsqu’on  se  propose  de  mener  un  plan  tangent  à une  surface 
courbe  par  un  point  extérieur  x",  y ",  a',  1 équation  (5)  qui 
ne  change  pas  de  forme  , devient 

• 

( 2 Ma'  4-  M')  a"+  ( aNy  + N'  ) y + ( zVx'  + P')  x" 

+ M'a' 4- N'y  4- P'x  4- aK  = o (6),  • 

x',  y,  z étant  les  coordonnées  du  point  inconnu  de  contact  : # 

» en  éliminant  successivement  deux  des  trois  inconnues , x' 
et  y,  par  exemple,  entre  cette  équation  et  celle  de  la  sur- 
face , on  arrive  aux  équations  des  projections  des  courbes 
1 de  contact  sur  les  plans  (yz),  (xa).  11  est  à propos  de  remar- 
quer qu’une  droite  qui  passerait  constamment  par  le  point 
donné  x",  y",  z",  et  qui , dans  son  mouvement , ne  cesse- 
rait de  toucher  la  surface  courbe  , engendrerait  un  cône 
tangent  à cette  surface  suivant  une  courbe  qui  serait  celle 
dont  on  vient  d’obtenir  les  projections.  Si  le  point  donne 
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x”,  y",  z * était  lumineux,  la  courbe  précédente  de  contact 
séparerait  la  partie  obscure  de  la  partie  éclairée. 

337.  La  normale  à une  surface  courbe  étant  la  droite  qui, 
passant  par  le  point  de  contact  x',  y',  z’,  est  perpendiculaire 
au  plan  tangent,  ou  à toutes  les  tangentes  en  ce  point,  ses 
équations  seront 

x — x'  = — ~ (z  — 2'). 
y — y = — * (z  — #).. 


Pour  l’ellipsoïde,  par  exemple , représenté  (ao4)'par  . * 

. ' ' ' . Lx*  -f  Mjj*  + Na*  = 1 , 

l’équation  (5)  du  plan  tangent  devient 

Lx  a»  -f-  M y y + Nz'z  = 1 t 

et  comme  les  projections  de  la  normale  surfes  plans  (xz) , 
(_yz)  , sont  perpendiculaires  aux  traces  du  plan  tangent , sur 
ces  mêmes  plans  de  projection  , on  aura 


Lx'  1 _ M/ 
~ “ Na'  * b ~~  Nz'  : 


ainsi  les  équations  des  projections  de  la  normale  deviennent 


Pour  L = N , auquel  cas  la  surface  est  de  révolution  autour 
de  l’axe  des  y (208)  , ces  équations  se  changent  dans  celles-ci , 


xz'  = x'z , 


v'  — ^ (z—  z') 

y - tsz,{z  z)- 


Ainsi,  en  vertu  de  la  première  équation,  la  normale  ren- 

37 
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contre  l’axe  des  y , ou  celui  de  rotation , et  c’est  ce  qui 
arrive  pour  toute  surface  de  révolution.  Pour  la  sphère , on 
aurait  (207) 

L = N = M , 

et  ces  deux  équations  des  projections  de  la  normale 
xz'  — x'z  y y 2/  = y' z , 

qui  disent  que  cette  ligne  passe  par  le  centre  de  la  sphère. 

238.  Théorème  î.  Si  trois  plans  rectangulaires  touchent 
constamment  un  même  ellipsoïde , ou  un  même  hyperboloide , 
le  Sommet  de  l angle  trièdre  qu'ils  forment,  est  toujours  sur 
la  surfêce  d’une  sphère  concentrique  à cet  ellipsoïde , et  dont’ 
le  rayon  est  égal  à la  racine  carrée  de  la  somme  des  carres 
des  trois  demi-axes. 

* 

L’équation  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un  centre , est 

* 

Ax"  -}-  B y*  -f-  Cz3  = 1 , 

et  les  trois  demi-axes  sont  v/â‘  y4j  * vÇ  : si  donc 

x',  y',  z'\  x",  y",  z";  x ",  y",  z " désignent  les  coordonnées 
des  trois  points  de  contact,  on  aura 


♦ » 


A*'3  4-  B/3  4-  C 1 
Ax"3+  B/'3+  Cz"1 
Ax*3+  By"a  + Cz*3 


...  (.), 


et  les  équations  des  trois  plans  tangens  seront 

Ax'r  -j-  4"  Cz'z  — 1 ) 

Ax"x  4-  B y"  z 4*  C.zl'z  — 1 \ (3). 

Ajfx  -f-  By^y  + Cz”z  = 1 ( 


Pour  exprimer  que  ces  plans  sont  rectangulaires  entr’eux , on 


? 
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écrira  (chap.  XVII,  probl.  IX)  ces  conditions 
AVx"  + Byy  + c W"  — oj 
Aax'.r*  -f-  Bay_y*  4.  • CW*  = 0 (3)  • 

A‘x"xv  + Byy  + cw*  = o ( 
or  « l'on  fait  Ax'  = a,  Ax"  = a',  Ax*=  a"  ; B/  = b 

. , ^ ~ b * f ; C*'=c  > C*"  = c',  Ca"  = C" ; 1m 

équations  (x)  et  (3)  deviendront 

— 4-  ^ -L. 

A + ¥ + C-  = 1 

a"  y*  c'*  f 

Â +¥  + C = ^ (4), 

> «"*  . i"4  c«» 

À+B + c =1 

aa  -f-  bb'  -{-  ce'  = o) 
aa"  -f-  bb"  -f-  ce"  ~ oi . (5) 

a'a"  + b'b"  + c'c"  o J . 

et  si , pour  abréger , on  suppose 

c“  +*  b*  + c*  es  Ra  -j 

a'1  -f-  b'1  -f-  c'a  =e  R'*  l . rg\ 

e'*+4',+  c‘'=:rj 

on  conclura  (*)  que  les  relations  (5)  et  (6)  donnent  lieu  à 
H Les  formules  (.),  (>),  (3)  trouréT(^^ 

p:i;  r“r:. °U;, 

«angulaires , ces  relations , *’/>*■  rec- 

m>  -f.  n»  4.  p,  _ , , 

«'•+/.*»+  p'*  = i ( w> 

m'*  -+■  n"*  -f.  p"*  — , J 

mm"+  «n"  + pp“  o ( W> 

. m'm"  4-  nV'-f.  /p"  -a  o j ’ 

en  posant  cos  «=m,  co .C=„,  cos^p;  cos«'-m/ 


sfao 

celles-ci 


ab.aW 
R“  + R'1 
ac  a'cr 
R3  +R73 
bc  t Z>V 
R"  + R'a 

R*  + R'» 

b'* 
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a'b" 


4-—-  = 
T R«* 

II  U 

+ ÎLC_  = 

-t-  R-.,  — 

+ b-Ar 

-r  R»„ 


•(7)* 


= ot 


i* 

R 

n + c 


+ R/» 


R’ 


R7* 


a ■ 
+ R^ 

+ R«a 

Un 

+ Il 

T R.-a 


• (8). 


Maintenant  il  est  aisé  d’obtenir  une  équation  unique  entre 


le»  formules  réciproques  (7),  (8)  et  (9)  supposent  les  relations 

•(3), 


m* 

na 

P 

mn  ~b 
mp  -h 
np  -f- 


9 4*  mf%  -4-  ni”*  = 1 "J 
* -f-  n'1  -+•  n“*  = i > • 

■ + p'-  + ?"■  = 1 J' 

m!ri  -f-  m"n"  = o 1 
m'p'  -h  map"  — o V . 
n'pf  ■+■  n"p“  = o j 


•(4)> 


qui,  conse'quemment,  ont  lieu  en  même  temps  qne  les  precc'dentes j mais 
les  équations  (6)  et  (5)  reviennent  à celles-ci , 


a* 

R9 

b' 

+ TF~  + 

c9 

R» 

af* 

1 v%  + 

c'* 

R'» 

+ R'»  + 

R* 

a"» 

1 b"’  + 

c"> 

R"- 

1 R"»  + 

R"» 

a a* 

, A*'  , 

cc' 

tk- 


W 


RK'  + RR'  ’ 


oa“ 

cc" 

RR"  ^ 

RR"  n RR" 

n'a" 

i'b" 

c'c" 

R'R*  + 

R'R"  + R'R* 
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Æ,  y,  z,  et  indépendante  des  coordonnées  des  points  do 
contact  : en  effet,  élevant  au  carré  les  équations  (2)  des  plan» 
tangens , après  avoir  divisé  la  première  par  11 , la  seconde  par 
R',  la  troisième  par  R",  et  ajoutant  ensuite  ces  carrés , on  aura  „ 
en  vertu  des  équations  (7)  et  (8)  , 


**  + y*  + = gï  + 4-  î 

ajoutant  de  même  les  équations  (4)  , après  avoir  divisé  la 
première  par  R’,  la  seconde  par  R's,  la  troisième  paç  R"*, 
on  aura,  en  tenant  compte  des  équations  (8), 

-i+±+±=_L  + J_  + JL. 

AtB  tC  R>  -r  -r  >■ 

donc 

* . 

*t  elles  saut  identique»  avec  les  éqnalions  (»)  sous  le»  hypothèses 


a 

b 

C 

m = 

F * 

P = 

F’ 

a\ 

, b' 

V 

m'  = 

F ’ 

0 “S7’ 

R"  = 

F* 

m*ss 

a" 

R"’ 

n'  *' 

R»1 

*>"= 

c» 

K“* 

conclure 

O*  . 

fl'»  fl"» 

R»  + 

r* + r- 

= la 

♦ 

b * , 

//>  /,"• 

F*  + 

R'*  R"» 

= » V 

c*  , 

</•  c"* 

R>  + 

K'*  + ÏF 

“ If 

ai 

F 

ac 

ÎT> 


H'* 

a'c 

ÎF 

l'c' 


bi  + _ 

R*  ^ R 


a"V 
‘ R"> 
auc" 

R“*  : 

U'c" 

R". 


O» 


y • 
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C’est  ainsi  que  M.  Poisson  a démontré  ce  théorème  dû  à 
M.  Monge , dans  le  u°  7 de  la  Correspondance  sur  f École 
Polytechnique. 

20g.  Théorème  II.  Lorsqu'une  surface  conique  est  circons- 
crite à une  surface  du  second  ordre , la  ligne  de  contact  de  ces 
deux  surfaces , est  une  courbe  plane. 

Une  surface  (S)  du  second  ordre  étant  donnée,  on  peut 
toujours  assigner  une  infinité  de  systèmes  d’axes  , soit  rectan- 
gulaires, soit  obliques  , tels  que  la  surface  y étant  rapportée , 
son  équation  prenne  la  forme 

f-  Px’+  M'z  -f-  N'y  -f-  P'x  — o (1). 

Si  par  un  point  x',  y',  z',  pris  sur  cette  surface  , on  lui  mène 
un  plan  tangent  (T) , l’équation  de  ce  plan  ‘sera  (a36)  , 

(aPx'-f-  P')  x -f  (aNy'+N')  y -f  (aMx'-f  M')  z 
-f  P'x'4-  N'y'4-  MV=o (3). 

* 

Supposons , en  second  lieu , que  l’on  propose  de  mener  à la 
surface  (S)  , umplan  tangent  par  un  point  extérieur  P ayant 
«e,  C,  y pour  ses  coordonnées  : on  changera  dans  (3)  x,  y,  a 
en  « , £,  y , pour  dire  que  le  point  P est  sur  le  plan  tangent 

(T) , et  on  aura 

• ¥ 

( aPx'-j-  PV  + (aNy'-f-  N')  C + ( p.Mz'-f-  M')  y 
• -f-  P V + N'y' + M'z  = o , 
eu 

(sP*-f-P')x'+  ( aNC  + N'  ) y + (aMy-f  M')z' 

+ P'»  + N 'S  -f-  M'y  — o (4), 

« < 
x’ , y , 7!  étant  des  coordonnées  inconnues.  On  n’aura  donc 
entre  les  trois  coordonnées  x',  y',  2!  du  point  de  contact  , 
que  les  deux  équations  (4)  et  (1)  , en  changeant  dans  celles- 
"ci,  x,  y,. ss  en  x',  y',  z,  équations  auxquelles  on  pourra 

./  j,. 
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Substituer  les  équations  (1)  et  * 

(2P«  + P')  x + (aNf+N')  y + (aM*  + M')a 
-4-P'*  + N'C-f  — (5)  : 

ce  point  x , y , z restera  donc  indéterminé,  c’est-à-dire  , qu’il 
y aura  une  infinité  de  points  de  contact , et  conséquemment 
une  infinité  de  plans  tangens  ; ce  qui  est  d’ailleurs  évident. 
Or  ces  points  de  contact  étant  donnés  par  l’ensemble  des 
équations  (1)  et  (5)  , nécessairement  le  plan  (5)  sera  le  lieu 
des  points  de  contact,  et  conséquemment  il  coupera  la 
surface  suivant  ces  points.  Nous  avons  motivé  cette  conclu- 
sion (83). 

Concevons  maintenant  une  surface  conique  circonscrite  à 
(S)  et  ayant  le  point  P pour  sommet  : tous  les  plans  tan- 
gens à (S),  menés  par  P , seront  aussi  tangens  à cette  sur- 
face conique  ; les  points  de  contact  de  la  surface  conique 
avec  (S) , seront  donc  les  mêmes  que  ceux  de  (S)  avec  les  plans 
tangens  par  P ; ces  points  seront  déterminés  par  l’intersection 
de  (S)  avec  le  plan  (5).  Donc,  etc. 

Réciproquement , tout  plan  coupant  ,une  surface  du  second 
degré , détermine  sur  elle  la  ligne  de  contact  de  cette  sur- 
face avec  une  surface  conique  circonscrite  : pour  assigner 
le  sommet  de  cette  surface  conique  , il  ne  s’agit  que  d’ex- 
primer que  le  plan  est  identique  avec  celui  de  l’équation 
( 5 ) , condition  qui  déterminera  les  trois  coordonnées  * , C ,y. 

240.  Théorème  III.  i*.  Si  par  un  point  pris  arbitrairement 
dans  l’espace , on  conduit  à une  surface  du  seconc^dcgré , une- 
suite  de  plans  sécans , et  si  l’on  considère  leurs  intersections 
avec  cette  surface  comme  les  lignes  de  contact  d’une  suite 
de  surfaces  coniques  circonscrites  , les  sommets  de  ces  sur- 
faces coniques  seront  tous  situés  sur  un  même  plan;  20.  si 
l'on  circonscrit  à une  su  face  du  second  degré , une  suite' 
de  surfaces  coniques  dont  les  sommets  soient  sur  un  même 
plan,  situé  d'une  manière  quelconque  dans  F espace,  les 
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plans  des  lignes  de  contact'  de  ces  surfaces  coniques  avec 

la  surface  proposée , passeront  tous  par  un  même  point. 

Soient  g , h A le#  coordonnées  du  point  G de  l’éspace 
par  lequel  doivent  passer  les  plans  sécans  ; l’équation  ( 5 ) 
aura  lieu  en  changeant  x , y,  z en  g,  h,  A,  et  elle  deviendra 

(aP«  + P ')g  + ( aNC  + N'  ) A -f-  (aM>+  M')  A 
-f-  P'«  -f-  N'i  + M'y  = o, 

c’est-à-dire  , ' 

(aPg  + P')  * + (aNA  + N')  G + ( aMA  + M')  y 
-J-  P 'g  + N'A  + M'A  = o : 

cette  équation  exprimant  une  relation  constante  et  du  pre- 
mier degré  entre  les  coordonnées  »,  G , y du  point  P , en 
y changeant  *,G,  y eu  x,y,z,  deviendra  celle  du  lien 
de  tous  les  points  P qui  répondent  aux  diverses  positions 
que  peut  prendre  le  plan  (T)  autour  du  point  G ; l’équation 
de  ce  lieu  sera  donc 

' (2Pg  + P')x  + ( SNA  + N ')y  + (2MA  -f-  M')  z 

-f  P 'g  + N'A  + M'A  = o.  : . . . (6)  ; , 
de  là  résulte  le  théorème  i°. 

a°.  Si  au  lieu  d’assujétir  le  plan  (5)  à passer  seulement 
par  un  point  G,  on  l’assujétissait  à passer  par  une  certaine  • 
droite  (M)  -,  en  désignant  par  G et  G'  deux  points  de  cette 
droite , et  supposant  que  leurs  coordonnées  sont  g , h , k et* 
g',  A',  A',  le  point  P se  trouverait  assujéti  à être  à la  fois 
sur  le  plan  (G)  et  sur  un  autre  plan  dont  on  obtiendrait 
l’équation  en  changeant  dans  (5) , g , h,  k en  g' , h'.  A'  : ce 
point  P se  trouverait  donc  dans  l’intersection  des  deux  plans 
(G)  et  (6'),  c’est-à-dire,  qn’il  se  trouverait  sur  leur  intersection 
(N) , laquelle  serait  une  ligne  droite. 

De  même  que  le  point  G étant  pris  arbitrairement , on  peut 
loujours  assigner  un  plan  (6)  qui  ait  avec  lui  la  relation 
énoncée  dans  le  théorème  précédent , il  n’est  réciproquement 
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• aucun  plan  (G)  dans  l’espace , auquel  il  ne  réponde  un  cer- 
tain point  G lié  par  une  semblable  relation  : on  voit  même 
que  , pour  obtenir  ce  point , il  ne  s’agit  que  de  considérer 
comme  inconnues  , dans  l’équation  ( G ) , les  coordonnées  g , 
h et  h du  point  G , et  de  les  déterminer  en  exprimant  que 
cette  équation  est  identique  avec  celle  du  plan  donné. 

A cause  de  la  relation  qui  existe  entre  le  point  G et  le  plan 
(6) , ce  point  a été  appelé  le  pôle  de  ce  plan  , et  on  peut 
appeler  le  plan  (6) , le  polaire  du  point  G. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  les  sommets  des  surfaces  coniques 
circonscrites , étaient  assujétis  à se  trouver  sur  une  droite,  ils 
. se  trouveraient , par  cela  seul , assujétis  à être  à la  fois  sur  t 

deux  plans  menés  arbitrairement  par  cette  droite  ; qu’ainsi  les 
plans  des  lignes  de  contact , se  trouveraient  assujétis  à passer 
tous  par  deux  points  fixes , c’est-à-dire , par  une  droite  joignant 
ces  deux  points.  *t' 

La  droite  M qui  doit  contenir  les  sommets  des  surfaces 
coniques  circonscrites  , étant  donnée , si  on  expritne  qu’elle 
est  identique  avec  celle  qui  est  donnée  par  les  deux  plans  (6) 
et  (6'),  on  obtiendra  quatre  équations  de  relation  entre  les 
six  coordonnées  g , h,  k\  gf,  h',  k'  ; prenant  donc  arbitraire- 
ment k et  k\  elles  se  trouveront  toutes  déterminées,  et  on 
aura  ainsi  les  deux  points  de  la  droite  N par  laquelle  passent 
les  plans  de  toutes  les  lignes  de  contact. 

On  trouvera  dans  les  Annales  Mathématiques , tom.  III , 
n°  X,  d’autres  propriétés  curieuses , déduites  de  cette  analyse. 
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* 

Étant  donnée  d'espèce  et  (le  position  dans  l’espace , 
une  surface  du  premier  ou  du  second  ordre , placée 
comme  on  voudra  par  rapport  aux  plans  coor- 
donnés , établir  l’équation  numérique  de  cette  su r- 
face,  relativement  à sa  situation  actuelle. 

4 

2 4».  No„i  avons  résolu  (chap.  VI)  la  question  analogue  pour 
les  courbes*  planes  du  premier  ordre. 

i°.  Pour  le  plan  : l’équation  de  oette  surface  est 

kx  -f-  B_y  -(-  Cs  -f-  D = c ; 

si  l’on  a un  plan  qui  coupe  les  axes  des  x , y,  z à des 
distances  de  l’origine  , indiquées  par  les  nombres  3,2  et  5 
on  aura  ces  déterminations 


D D 

“Â  “ 5 ’ “F 


XJ  r 

3 » C - 5; 


d’où  l’on  tire  ces  relations  , 

3A  = nB  = 5C  = — D ; 
faisant , par  exemple , D = î , on  aura 

A = — J , B = — i , C = — i ; 
ce  qui  donnera 

îox  -f-  i5y  -f*  6z  — 3o  2=  o 
pour  l’équation  du  plan. 
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a°.  L’équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  est 

A.ra-f-  By’+  Cza-f-  Dxy-j-Eyz  -f-  Fxz-f-Gx-j-  Hy+Iz-f-L  = o ; 

* 

résolue  par  rapport  à z,  elle  donne 


(E^+Fx  + I 

r 


sC 

2 (EF—  nCD) 


} 


F3 — 4 AC 

**  + Êa— 4BC  X 


4€»  {-ya+  Ea— 4BC 

, n(EI  aCH)  a(FI-iCG)  l’-4CL|-| 
"r  Es— 4BC  E2— 4BC  ^ Ea— 4BCJ  J ’ 

le  plan  diamètre  de  cette  surface , a pour  équation 

Ey  + Fx  -f  I 

z “ 5c  » 

\ 1 

et  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  dont  la  pro- 
jection sur  le  plan  des  (ry)  , par’ exemple,  est  celle  de  toute 
la  surface  sur  le  même  plan , en  même  temps  qu’elle  est  la 
base  du  cylindre  tangent  qui  limite  cette  surface  ; on  obtien- 
dra l’équation  de  cette  projection , en  égalant  à zéro  le  poly- 
nôme en  x,  y sous  le  radical  ; en  effet,  ce  radical  repré- 
sentant ce  dont  il  faut  augmenter  ou  diminuer  le  z d’un  point 
du  plan  diamétral , pour  avoir  le  z des  points  correspondan» 
de  la  syrfare  , l’égalité  à zéro  du  radical  n’exprime  plus  que 
les  points  du  contour  de  la  section  , mais  indépendamment  de 
la  hauteur  de  ces  points  au-dessus  du  plan  (xy)  , et  consé- 
quemment cette  relation  en  x et  y énopce  la  projection  ho- 
rizontale du  contour  de  la  section.  ■ 

Passons  à des  exemples. 

i°.  Soit  oXmIJ  ( fig.  177)  la  projection  sur  le  plan  des  (xy) 
d’un  ellipsoïde  , disposé  de  manière  que  son  plan  diamétral  soit 
parallèle  au  plan  des  (x_y) , et  élevé  au-dessus  de  ce  plan 
,d’ur,e  quantité  = 4 : soient  de  plus 

AB  = 2 , AB'  — 4 > B*-c=  1 , C'L  = C L'  =*  1 : 
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et  supposons  que  le  diamètre  *CV  passe  par  l’origine  , 
l’ellipse  «L«'L'  aura  pour  équation  ( chap.  VI) 

_y*  — xy  -j-  | x*  — 6±  -J-  8 = o. 

Le  plan  diamètre  "de  la  surface  , parallèle  au  plan  des  (iy)  , 
aura  pour  équation 

* z = 4; 

ensorte  que  l’équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

*~4-\/{E-~ïë^  ey-xy+i^-ex+8]} , 

en  observant  que  la  section  par  le  plan  diamètre  z = 4 , est 
égale  à la  projection  horizontale  de  l’ellipsoïde  : il  ne  reste 

donc  plus  qu’à  déterminer  le  facteur  5 — Or  les  coor- 

4'-'“ 

données  x , y relatives  au  centre  de  l’ellipsoïde , sont  ici 

* 7 ’ 

AC  = AB -f-  BC  = 3 CC'—  AC^Bg—  î.; 

faisant  donc  x = 5 , y = | dans  le  polynôme  en  i et  y 
sous  le  radical  ci-dessus , la  valeur  du  radical  sera  celle  de 
l’ordonnée  verticale  de  la  surface  passant  par  le  centre , et 
en  la  supposant  égale  à l’unité  , on  aura 


d’où 


V^x.— - 


E* — 4BC  _ 

4c*  — 1 ’ 

au  moyen  de  quoi  l’équation  de  la  surface  deviendra 


Z=  4—  V—  (y'—  ^ + 4 J-'3—  6x  + 8 ) , 

c’est-à-dire , * 

» i ; . 

4z‘  — 4-iy  + 4y*  + 5x^— - 3az  — 24-c  + g6  = o. 
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équation  cherchée  que  l’on  vérifiera  aisément  par  la  discussion. 

Supposons  que  la  même  projection  appartienne  à un  ellip- 
soïde incliné  sur  les  trois  plans  coordonnés , et  tels  que  son 
plan  diamètre,  parallèle  à l’axe  des  y,  fasse  avec  le  plan 
des(xj),  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  soit  et 
coupe  l’axe  des  z,  au-dessus  du  plan  (xy)  , à une  hauteur 
égale  à l’unité.  L’équation  générale  du  plan  diamètre  qui  répond 
à ces  données  , sera 


• E y -f-  Fx  -f-  I 

aC 

« 

pour  x — O , y z=o  , on  a 


d’ailleurs 


et  = o ; donc 
aL 


‘z  = ix  -f-  i ; . 

ensorte  que 


* 


a = -fix4-irp  y/  {— Cy*— ■ ay+£  6x+ 8]  j; 

« 

de  plus , pour  x = 3 , y = \ , l’ordonnée  verticale  z , compté» 
du  centre  de  la  surface , est  = î ; donc 


* 


— 4BC 

4C* 


x — 


», 


d’où 


ainsi  l’équation  cherchée  sera 


E1— 4BC 

4 


4z‘  -f-  4y 2 -f-  6xa  4zx  — 4xy  — &z  — aox  +36  = o. 

2°.  Soit  le  point  O (Kg.  178)  considéré  comme  le  résultat 
de  la  construction  d’un  ellipsoïde  situé  au-dessous  du  plan 
* (xy)i  et  projeté  sur  ce  plan  au  point  O'  : le  plan  diamètre 
« passe  par  les  points  D,  E,  F donnés  par  x = AD=  1 , 
y — AE  = a , z = AF  = 1 , et  on  a de  plus , 


\ 
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L équation  du  plan  diamètre  donne  pour  x~o,  y~  c, 

I 


pour  x = o et  z = o , on  en  déduit 

Ey  + I aE  , „ , E 

o — — — * — T, — — — —77  -j-  1 , d ou  —7  ~ j ; 

2C  aC  ' * aC  * 

enfin  pour  y — o et  2 = o ,on  trouve 

F , F 

° = don  -=l: 

m 

ainsi  le  plan  diamètre  est  représenté  par 

* = — • i y — •»+  1. 

L’équation  de  la  projection  O'  sera  (chap.  VI) 

. y—  3xy  + -gx*  — 4* + 4=0  , ' 

de  manière  Que  celle  de  l’ellipsoïdé , sera 


z=—iy—x-hi±y/ {— ^1-  cy— a*y+^*»—  4^+4]}. 

-* 

Substituant  dans  le  polynôme  en  xy , sous  le  radical , pour  x 
et  y les  valeurs  AC  =3,  CO' =3,  et  observant  que  le 
radical  est  nul , parce  que  l’ellipsoïde  est  concentré  en  O',  il 
viendra 

* Es— 4BC  _ o 
4C1  — ô ’ 


‘résultat  indéterminé  qu’on  pourra  supposer,  pour  plus  de 
simplicité,  = — 1 , ensorte  que 

a = — 'ij  — * + i±  V—  (.y*—  oxy  -f.  x‘—4x  + 4)  ; 

d’où  résulte 

y « • • - ’ 

4*’+4zy'+ 8zx — 8sry4-  5y3-f- 1 7^’ — 82 — 4y — — o , 
équation  cherchée. 
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On  transportera  l’origine  au  centre  de  la  courbe  par  le» 
substitutions 

x — x'+m,  y x=  y + n,  z- =z'  + p , 

qui  donneront 


et  la  transformée 

/ÿt!’1  -f-  dj/1  -f-  1 7x,2-(-  %z'x'  — 8 x' y' ■=  a. 

Si  l’on  rapportait  maintenant  la  courbe  à ses  axes  principaux, 
on  trouverait  une  équation  formée  de  la  somme  de  trois  termes 
positifs , égale  à zéro  ; ce  qui  annonce  que  la  sur  face  se  réduit 
à son  centre  qui  est  l’origine  des  coordonnées. 

3*.  Soit  (Eg.  179)  un  hyperboloïde  à deux  nappes,  projeté 

sur  le  plan  { [xy ),  et  dont  la  projection  soit  telle  qu’on  ait 
* « 

AB  = 7,  AB'=i , AD=AO=4,  OL  = OL'  = 4 : 

l’équation  de  la  projection  sera  ( chap.  VI) 

y-+-à.ry  + $ x* — 8 \y  — ~x  -f-  i|r£  = o. 

/ 

Supposons  que  le  plan  diamètre  qui  est  parallèle  à l’axe  des  x, 
fasse  avec  le  plan  des  (xy),  un  angle  dont  la  tangente  trigono- 
métrique  soit  égale  à qu’il  coupe  l’axe  des  z en  un  point 
z = 1 et  l’axe  négatif  des  y : l’équation  du  plan  diamètre 
sera 

2 = — ï y + 1 , 

et  celle  de  la  surface 

2 = — ï y + 1 

- s/\rw^  o,+: 2x-y+  »■ *■- 8r y + ^3}* 

Faisant  dans  le  polynOme  elt  xy  , x = AO  = 4 > y — o,  et 
observant  que  la  valeur  correspondante  du  radical , suppo- 


rt 
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*ée  ~4,  doit  être  imaginaire , on  aura 


v/ 


E2  — 4BG 

4C1 


X 4 — 2 1/ — i > d’c 


E*— 4BC  _ 

c>  “ — 


d’où  on  conclura  pour  l’équation  cherchée  , 

1 * » 

36za+45y’-{-2ox-2^®3fij’Z'-f-72xy_72z— 324y—  1 Scx-j-5cc  = o. 

4°.  Soient  (fig.  180)  les  deux  droites  OS,  OR,  considérées 
comme  les  traces  sur  le  plan  (x_y),  d’un  système  de  deux 
t plans  tangens  à la  surface  d’un  cône  dont  le  sommet  est  en  O, 
plans  projetans  de  la  surface , et  supposons  que  ces  droites 
soient  déterminées  de  position  par  AD=  3,  AE=6,  AC  = | , 
CO  = 3 : les  droites  OS  et  OR  auront  donc  respectivement  pour 
équations 

c 

» _y  -j-  ox  — 6 = 0,  y — ax  = o , 

dont  le  produit  sera 

* _ 

y*  — 4X*  — Gy  + 12x  = ° , 

équation  de  la  projection  de  la  surface  conique,  puisqu'elle 
exprime  , indépendamment  de  z , le  système  des  deux  arêtes 
de  contact,  limites  de  la  surface  dans  le  plan  ( x y ) . Si, 
suivant  d'autres  données  , le  plan  diamètre  a pour  équation 

z — 4y  -j-  6x , 

l’équation  de  la  surface  conique  sera  de  la  forme 


z = 4y  + 6x±  (/“—  4x‘  — 6y  + i2x/J. 

Substituant  sous  le  radical  , les  valeurs  de  x = AC  = 5 , 
y — CO  = et  égalant  ce  radical  à zéro  , puisque  O est  le 
sommet  du  cône  situé  dans  le  plan  (x_y),  on  aura 

v E1—  4BC  _ o 

4e‘  T °\ 

s 

faisant  donc  , pour  plus  de  simplicité , ce  coefficient  = — 1 , 
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on  trouvera  pour  l’équation  cherchée , 

i3—  8zy  — 1 azx  4-48  xy  -f-  1 7_y3-f-  — 6y-f- 1 ax  = o. 

5°.  Soit,  en  dernier  lieu,  NIN'  (Eg.  181)  la  projection  sur 
le  plan  (xy)  d’un  paraboloïde  tellement  situé  que  l’on  ait 
AD=a,  AE=3,  AB=5,  et  soit  le  paramètre  NN'=4V//l3> 
d’où  l’on  déduira  AC  = 7 , CO  = : l’équation  de  la  projec- 

tion sera 


y* — 3ary  6y  — 35r-f-  i3g=  o. 

Supposons  que  le  plan  diamètre  passant  par  l’axe  des  x,  fasse, 
avec  le  plan  (xy)  , du  côté  Ses  y négatives,  un  angle  dont  la 
tangente  trigonométrique  soit  3=  - : l’éqiiation  de  ce  plan  sera 


et  celle  du  paraboloïde  sera  de  la  forme 

0 

z— — ^v/[E^B-  o,3~3x.y‘H  xa+fy—35x+ 1 39)^; 

«F 

substituant  dans  le  polynôme  en  xy,  les  valeurs  de  AC  —J  , 
CO  = , et  égalant  le  radical  à 2j/i3  , valeur  supposée  du 

demi-paramètre , on  trouvera 

, E3 — 4BC  _ 

Ca  ~ 1 ’ 

*e  qui  donnera  cette  équation  du  paraboloïde , 

4z.*4-  5y3 -f- gx*  + £py — %4y — i4°^  + 556=  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  varier  davantage  les 
données,  et  de  les  étendre  à l’hyperboloïde  à deux  nappes, 
situé  dans  le  sens  des  z ; à l’hyperboloïde  à une  seule  nappe  -, 
au  paraboloïde  hyperbolique , etcr 


FIN. 


A 


4’4 
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ADDITIONS. 


ADDITIONS. 


Nous  ajouterons  quelques  questions  à celles  qui  ont  été 
traitées  dans  les  quinze  premiers  chapitres  de  cet  ouvrage  ; 
mais  ici  nous  nous  bornerons  à tracer  la  marche  des  solutions , 
sans  entrer  dans  les  détails  de  raisonnement  et  de  calcul. 

Problème  I.  Un  point  C (fig.  18a)  étant  donné  dans  V angle  droit 
YAX  , faire  passer  par  C une  droite  CF  de  manière  que  la 
partie  EF  interceptée  dans  J.’  angle  droit  EAF,  soit  égale  à une 
longueur  donnée  ab. 

■ . . . , 

Nous  supposerons  que  le  point  C soit  situé  sur  la  droite 
qui  divise  également  l’angle  droit  YAX , ensorte  qu’on  ait 

CB  = CD  = a. 

\ 

Supposant  connue  la  position  de  la  droite  CF,  nous  prendrons 
pour  inconnue  la  longueur  CGr=j;,le  point  G étant  le 
milieu  de  EF  : ainsi  on  aura 


a 


On  trouve  aisément 

BF  = y'x‘-+-  abx  -j-  b‘ — a%  — ° > 

x — b 

et,  après  les  réductions , 

x*  — a (a*  -f-  £*)  i1 — &a(  an* — b'1)  = o , 
d’où  l’on  déduit 

x = ± y/a'+b'+a  ÿa‘+4b\ 
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DK 

et  on  aura 


a%  + DL  sar  \/q*  -f-  (ai>)“  , 


* as  *2  x/dKÆ  O.DL. 

Or  a.DL  étant  PM  , on  aura  à construire  le*  racines 

x = ±-  \ZdK*±;  PM*.  • 

Si  parmi  ces  racines,  on  considère  celle-ci 

* 1 / JL 

x — + V DK  -f-  PM  , 

et  qu  à cette  ligne  on  ajoute  b , on  aura  .la  longueur  CF.  telle 
. tlu’en  décri,fant  «k  C>  comme  centre , avec  CF  comme  rayon 
un  arc,  il  coupera  X.X.'  en  F.  Les  demç  racines 

X = ±.  V^DK*—  PM* 

«ont  imaginaires  , en  observant  que  PM  > DK.  La  .quatrième 
racine  , 

x ~ — Y^DÏT-f  PM*, 
donne  une  seconde  solution. 

En  prenant  CE  pour  inconnue , faisant  toujours  CD  as  a et 
posant  EF=sÂ,oaa  ’ 

BF  = \/x2 a bx  + b2 — a%  = g (x4-  b) 

, après  les  réduction* , 

±i  4. 3^4-  (i* — au»)  atfbï  -f-à<  î=  ut  4.  a'b*  ; 

le  premier  membre  est  un  carré  parfait,  et,  après  l’extrac- 
tion de  la  racine  carrée , on  trouve 

x'  -J-  bx  *-  as  — ± a l/n’-f-  £*  , 


d’où 


a » 

a8.. 
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racines  que  nous  laissons  à examiner  et  à construire.  Si  l’on 
n’eût  pas  supposé  le  point  C à distances  égales  des  axes,  on 
serait  parvenu  à des  équations  du  quatrième  degré,  difficile 
à résoudre. 

_ Problème  II.  Un  triangle  étant  donné , trouver  la  suite  des 
I points  (T intersection  de  deux  droites  menées  par  les  extrémités 
de  la  base  , et  assujéties  à couper  les  deux  autres  côtés  en  un 
même  nombre  de  parties  proportionnelles  (fîg.  i83). 

Les  équations  des  droites 

v' 

AB  sont  v = , 

J x • 

CR y ~ a (x  — * x'  ) , 

BC y = jfzp  » 

AR/. .....  y — a'x  , 

x'  et  y étant  les  coordonnées  du  point  A , et  x"  étant  AC. 

On  cherchera  l’ordonnée  du  point  R d’intersection  des  droites 

AB  et  CR  , puis  l’ordonnée  du  point  R'  d’intersection  des 

droites  CB  et  AR'  ; on  égalera  ces  deux  ordonnées  fonctions 

de  a et  a',  et  par  là  on  dira  que  la  droite  RR'  est  parai-  «• 

lèle  à la  base  AC  du  triangle , ou , en  d’autres  termes , que 

les  droites  BR',  CR  coupent  proportionnellement  les  côtés  du 

triangle  : à l’effet  de  rendre  l’équation  indépendante  de  a et  a', 

on  remplacera  a et  a'  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

des  droites  CR  et  AR',  ce  qui  donnera  une  relation  entre  les 

coordonnées  de  l’intersection  de  ces  droites  dans  toutes  leur» 

« 

positions  , et  sous  la  condition  que  leurs  points  de  rencontre  avec 
'AB  et  CB,  soient  toujours  sur  une  parallèle  à AC.  On  parviendra 
ainsi  au  résultat 


ylyx'— y*?+ y*'—  /*+//—  /•*]  = o , 

d'où 
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cette  dernière  équation  est  celle  d’une  droite  passant  par  le 

sommet  et  le  milieu  de  la  base. 

V 

Problème  III.  Étant  données  une  ellipse  et  une  droite  per- 
~~^pendiculaire  au  grand  axe,  si  par  tous  les  points  de  cetta 
droite , on  mène  deux  tangentes  à la  courbe,  les  cordes  qui 
joindront  les  points  de  contact  d'art  même  couple  de  tangentes , 
se  couperont  toutes  en  un  même  point  du  grand  axe. 

Nous  désignerons  par  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  su- 
périeur de  contact , et  par  x",  y"  celles  du  point  inférieur  ; 
* étant  l’équation  de  la  perpendiculaire , et  G l’ordonnée  du 
point  de  départ  des  tangentes  d’un  même  couple , on  évaluera 
x'  et  y,  x"  et  y"  au  moyen  des  équations 

Aa/a+  BV1  = AaBa , A‘Gy'  + BW=  AaB% 
et  on  trouvera 

, AaB‘*-f-Aa?M  . 

X = - . x 

N ’ 

, AaBaC  4-  Ba«M  „ 

.;  y — n > y 

en  observant  que 

M = t/BV-t-  AaS* — • A'Ba,  N = A’Ca  + BV, 

et  que  y"  doit  être  prise  négativement , comme  étant  l’or- 
donnée du  point  de  contact  inférieur.  La  droite  menée  par 
les  points  a!  et  y,  x“  et  y"  coupe  l’axe  des  x en  un  point 


remplaçant  x',  x",  y,  y"  par  leurs  valeurs , et  réduisant  > 
on  trouve 


valeur  indépendant  de  ?.  Donc,  etc» 


x _ yy-yy. 

y-y  1 


A’B’jt — A3£M 
N 

— AaB’f  4 B"*M 

- 5 * 
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On  peut  étendre  ce  calcul  à la  parabole , et  supposer  dan», 
ces  courbes  , que  le  lieu  des  potnts  de  départ  des  tangentes 
conjuguées,  soit  une  ligne  située  d’une  manière  quelconque  par* 
rapport  aux  axes  de  la  courbe , ce  qui  rentrera  dans  la  ques- 
tion traitée  (83). 

s-—  Problème  IV.  Étant  donnés  sur  un  plan  plusieurs  points 
par  leurs  coordonnées  rectangles  , faire  passer  une  droite  entre 
• ces  points,  de  manière  que  la  somme  des  perpendiculaires 
menées  des  points  situés  d'un  mémo  côté  par  rapport  à la 
droite , soit  égale  à la  somme  des-  perpendiculaires  menée» 
des  points  situés  de  l’autre  côté  de  la  même  droite. 

L’équation  de  la  droite  cherchée , est 
y - 5 (/+  /+  ym+  etc.)=  O £x - i (x'-fi  x"+  *'+  etc.)], 

y et  trf , y"  et  x" , y"  et  xm,  etc.  étant  les  coordonnées  des 
points  donnés.  On  peut  rapprocher  ce  problème  du  pro- 
blème III  résolu  (çhap.  X). 

. — Problème.  V.  Un  angle  étant  donné,  trouver  dans  F inté- 
rieur de  cet  angle  un  point  duquel  abaissant  des  perpendicu- 
laires sur  les  côtés  de  F angle , elles  soient  dans  le  rapport 
de  m à n. 


• Le  soidmet  de  l’angle  étant  pris  pour  origine,  et  l’un  de 
ses  côtés  pour  axe  des  abseisses , on  doit  avoir  ( fig.  184) 


or 


•M*M  : M'P'  ou  y'  ::  m : n: 


M'M  = - 


■ ax 


l/l  -I -O* 

en  observant  que  b — o ; mais  le  point  étant  dans  l’intérieur 
de  l’angle , on  a y’  < ax\  et 


donc 


M'm  = 

l/i  -ha' 


naac 


^ n + m 1 + a* 
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En  supposant  le  point  hors  de  l’angle  , on  trouve 

, . nax' 

^ n — m \ + <**' 

■ Problème  VI.  Étant  donnés  sur  un  plan  un  cercle  CETT' 
et  une  droite  AX  (fig.  i85),  trouver  le  lieu  des  centres  de  tous 
les  cercles  tangens  en  même  temps  à la  droite  et  au  cercle. 

Du  centre  C du  cercle  , j’abaisse  la  perpendiculaire  CA  sur 
la  droite  ; je  prends  le  point  A pour  origine  ; je  pose  CA  = b , 
et  je  désigne  par  x et  y les  coordonnées  du  centre  C'  du  cercle 
tangent  à la  droite  et  au  cercle  donné  dont  le  rayon  = r. 
On  a . . 

CC'*=  (6  — y)* 4.  a?*  = (r+y)‘; 
d’où  l’on  déduit 

x * — n(i+r)  y + b“  — r1  = o, 
équation  à la  parabole  dont  le  sommet  est  en  S 6ur  l’axe 

• des  ordonnées  , à une  distance  y = - : rapportée  à ce 

\ 3 

point,  la  courbe  a pour  équation 

x 1 = 2 (ù+r)  y: 

son  foyer  est  le  centre  du  cercle  donné,  et  la  directrice  est  Q'Q. 

Le  plus  petit  des  cercles  qui  satisfont  à la  question  , est 
Je  cercle  décrit  du  point  S avec  SA  pour  rayon.  On  peut 
supposer  que  la  droite  donnée  passe  par  le  centre  du  cercle 
donné. 

»»  Problème  VII.  Deux  Cercles  étant  donnés  de  position  sur 

* un.  plan , trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangens  d ces 
deux  cercles. 

A et  A'  étant  (fig,  ) 86)  les  centres  des  cercles  donnés  , nous 
prendrons  l’axe  des  abscisses  suivant  AA',  et  le  point  A pour 
, origine  : soient  r et  / les  rayon?  des  cercles  donnés , x et  y les 
coordonnées  <fun  point  M tel  que  si  de  ce  point  avec  ME  , 


» 


v 
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comme  rayon , on  décrit  un  cercle,  il  sera,  en  même  temps, 
tangent  au  petit  cercle  ; soient  encore  ME=a,  AA'=  a : on  a 

AM*  = MP  + ÂP‘,  ÂÂT  = MP  + Tp*, 
c’est-à-dire , 


(a—  ry  = ya  + x%  (*  — /)*  = y-f  (a  — x)»i 

éliminant  z entre  cft  équations  , nous  aurons 

4(r—/yy>+4£(r—/y—a*Jx* 

~ 4°  C(r  - ri  )*—  a’]  x — C(  r — ri  y - a1]*, 
équation  à l’hyperbole , à cause  de  a>r-f-  ri,  d’où  a>r — ri. 
Les  coordonnées  du  centre , sont  y = o , x = - ; r — ri  est 

l’axe  réel,  le  demi -second  axe  est  \J  --  — et 

- V 4 4 


l’équation  de  l’hyperbole  devient 
- (r— ri)1 

d’ailleurs  comme 


( r-r'Y 


Ç, 

4 

les  foyers  sont  les  centres  des  cercles  donnés.  L’une  de» 
branches  de  l'hyperbole , est  le  lieu  des  centres  des  cercles 
tangens  enveloppans  ; l’autre  est  le  lieu  des  centres  des  cercles 
intérieurs.  On  observera  que 

AM  — z — r , A'M=  z — ri,  d’où  A'M-AM  = r-ri. 

On  discutera  les  cas  où  les  deux  cercles  sont  égaux  et  cÉui 
de  r -+-  ri  = a. 


•*  Problème  VIII.  Inscrire  une  ellipse  dans  un  triangle , de 
manière  que  l’un  de  ses  diamètres  soit  situé  sur  la  ligne  qui 
passe  par  le  sommet  et  par  le  milieu  de  la  base  du  triangle. 

Soient  TGH  (fig.  1 87)  le  triangle  proposé,  AT  = n la  ligne  qui  . 
divise  la  base  en  deux  parties , AG  = AH—  m,  A A' =2  A',  CC' 


» 


a 


/ 


\ 


•« 
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=aB',  2 A'  et  aB'  étant  les  diamètres  conjugués  : on  sait  que  toute 
tangente  à l’extrémité  d’un  diamètre , est  parallèle  au  conju- 
gué ; donc  GH  est  parallèle  à CC',  et  réciproquement  : les 
deux  côtés  TGj  TH  étant  tangens  à la  courbe  , et  le  point 
T étant  sur  le  diamètre  AA',  la  ligne  MM'  qui  joint  les  point* 
de  contact , sera  parallèle  à CC'  ( 83  , ou  Addit. , probl.  III  ). 
On  a pour  équation  de  la  courbe 

A'ay  + B'2x“  = A'aB'a,  • 

et , en  même  temps , 

A'*y»  + B'V  = A'aB'a (1), 

x',  y étant  les  coordonnées  des  points  de  contact  M et  M'.' 
Pour  dire  que  le  point  M est  sur  la  droite  TH , on  fera  la 
proportion 

ah  : pm  ::  ta  : tp*,* 

d’où  , 

y = — ( n — A'  — a/  (2)  , 

Tl 

équation  qui  exprime  en  même  temps  que  le  point  M'  est  sur 
le  côté  TG.  Il  reste  à expriniftr  que  les  côtés  TG  et  TH  sont 
tangens  à la  courbe  en  M et  M'  : à cet  effet , on  observera  qo» 
la  soutangente  TP  du  point  M , est 


TP  — 


A'*—: 


d’ailleurs , 
donc 


TP  = n — A'  — x'i 


n — A'  — x'  = - 


A'a 


x 


.(3): 


on  n’a  que  trois  équations  et  les  quatre  inconnues  od , ÿ,  A' 
et  B'  à évaluer.  Mais  si  l’ellipse  .doit  toucher  le  côté  TH  en 
son  milieu , on  a de  plus  liquation 


*• 


f . f A 

y = ■ **«(*)• 


* 


iTHMTIONSi 


44% 


Puisque  y"'—  ",  on  a 

. x'  — - — A', 

2 . . 

valeurs  qui , reportées  dans  les  équations  (1)  et  (3) , le« 
changent  en  celles-ci 


d’où 


A "m*  f B'W  = 4A'B'*n  , n = 3A' , 


»/  11  T>>  711 

A - 3 * B - T73* 


Prenant  donc  sur  AT  une  longueur  AO  = = , on  a le  centre 
• o 

de  l’ellipse  dont  nous  allons  construire  les  axes  principaux. 

On  a trouvé  (68) 

sA  = i/CA'M-B^+aA'B'sin  8]  + v/[A,a4-B,a— aA'B'sin  9]  , 
aB  = (/[A'^+B'^+aA'B'sin  6]  -f-  (/[A^-j-B'3— aA'B'sin  9]  , 

8. étant  l’angle  entre  les  diamètres  A'  et  B'  : or  si  du  point  C', 
«xtrémité  du  conjugué  de  AA',  on  abaisse  une  perpendiculaire 
C'p  sur  AA',  et  si  l’on  prend  C'R  = A',  on  aura  dans  le 
triangle  C'BO , *' 

RO  = VCÏ'+  CÔ‘+  aC'R  X C'p; 
et  en  observant  que  C'p  — B'  sin  9 , on  aura 
RO  = A'“  + B'“+  aA'B'  sin  8]. 

Si  l’on  prolonge  C'p  d’une  quantité  CR'  = A',  le  triangle 
C'OR'  donnera 


donc 


R'O  = \J C'R'1-}-  C'0  — aC'R'  X C'p, 
R'O  = y/lAf*  -f  B'*  — 2 A'  .B'  sin  8]  ; 


et  conséquemment , 


aA  = RO  -f  R'O  , aB  = RO  — R'O. 

» 
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Il  ne  reste  plus  qu’à  connaître  l'inclinaison  de  l’un  des  axes 
sur  le  diamètre.  A cet  effet , on  partira  de  ces  relations 

, Ba 

tang  • tang  J = — _ , 
tang  («'  — «)  = tang  9 = t , 

• — • étant  — 8 , quantité  connue  : on  en  tire 


, tc>±  \/(tc>y—  (2 ABÿ 

tang.  = . 

On  examinera  le  cas  du  triangle  isoscèle  et  celui  du  triangle 
équilatéral. 

f*  Problème  IX.  Si  F on  divise  (fig.  188)  en  un  même  nombre  de 
parties  égales , deux  droites  AB,  AC , faisant  ent/ elles  un  angle' 
quelconque;  puis  si  ron  joint  successivement  tous  les  pointé  de 
division  de  la  première  droite , en  commençant  par  B , avec 
tous  les  points  de  la  seconde , en  commençant  par  i , les  inter- 
sections de  deux  droites  prises  dans  F ordre  de  ce  tracé , seront' 
sur  une  courbe  parabolique. 

Joignons  les  points  B et  C : soient  A l’origine  des  coordon- 
nées ; la  droite  AY,  parallèle  à BC,  l’axe  des  ordonnées  ; la 
droite  AU  joignant  A avec  le  milieu  H de  BC,' l’axe  des  abs- 
cisses : désignons  par  a l’une  MM'  des  divisions  égales  de  AB  ; 
par  b l’une  mm'  des  divisions  égales  de  AC  ; par  n le  nombre 
des  parties  égales  de  AB  et  BC  : soient  enfin  AH  = p , 
BH  = I^C  = q.  Il  s’agit  donc  de  prouver  que  l'intersection  N 
dès  deux  droites  Mm  , M'm'  est  sur  une  parabole.  Si  z compte 
le  nombre  oes  divisions  contenues  dans  AM , on  aura 

AM  — az  , MB  =c  ( n — z)  a , 

Aj#=s(b!-  9 •+•  î)  b , mC  = (*-*•  i ) à,  *- 
Les  triangles  semblables  AMP,  ABH  donnent 


PM 


— 


, p(n — z-f-t)  « 

A p = - , pm 


q (n — z-}~0  . 


**  * 


! 


444  ADDITIONS, 

on  trouve  de  la  même  manière , 


AM' 

= (z+  1 ) a , 

M'B 

(n — z - 

-i)a. 

Am’ 

— (n — z) b , 

m'C 

= 

bz  , 

A V 

_ P (a  + O 

* P'M' 

q(z  + 

0> 

n * 

Tl 

A P 

P ln  — z) 
n 

p'm' 

= 

q (n  — 
n 

z)  • 
" • 

équation 

de  Mm  sera 

y 

qz  _ q (n 

-+- 1 ) 

>( 

: pz' 

x — r— 

) ; • 

«/ 

n p (25- 

-71 1 

s Tl  / 

/ * 

•elle  de  M 'm'  sera 


v _ O—  <7("+  O / P ( z ~f~  1 )\  . 

’ . » p(3z  — n-f-i  ) \ n , ) ’ 

S 

éliminant  z entre  ces  deux  équations , on  obtient  une  relation 
entre  les  coordonnées  x et  y du  point  de  rencontre  t qui 
parce  qu’elle  est  indépendante  de  z , a lieu  entre  les  coor- 
données des  intersections  de  toutes  les  droites  menées  comme 
celles  que  nous  venons  de  considérer  : cette  relation  est 


pny*—uq,(n+\)x+pq*(n  + a')  — o. 

Y 

Posant 

_ _ -f  i P(n  + a) 

3 (n  + l ) * 

on  trouve  la  réduite  * 


v4  = 3<?‘(ra+  1 ) 
2 pn 


qui  est  llêquatioh  d’une  parabole  rapportée  à un  système  de 
diamètres  conjugués. 

+ Problème  X.-  Trouver  le  lieu  du  sommet  d’un  triangle 
dont  Ig  base  AB  gst  donnée  ( fig.  189)  , et  dont  les  deux 
angles  DAB , DBA  sur  cette  base,  ont  une  différence  donnée 
* et  constante.  , » v 


> 
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Soient  AB  = ac , A l’origine  , AB  l’axe  des  abscisses , et 
les  axes  rectangulaires  , k la  différence  des  angles , et  t sa 
tangente.  D’après  l’énoncé  , on  a 


A — B ~ k , d’où 


a -f-  a' 
1 — aa' 


et 


a — 


ta+  1 ’ 


a'  étant  la  tangente  de  l'angle  DBX,  et  a celle  de  l’angle 
DAX  : on  a donc  * 


y = ax,  y = L-ç±(x-*c), 
pour  équations  des  droites  AD , ED  : éliminant  a,  on  trouve 

y*  + jyx  — xi+acx—Yy  — °> 

équation  d'une  hyperbole  équilatère,  qu’on  peut  transformer 
dans  celle-ci , . • 

y7*  ~b  j x' y'  — x'%  -f-  c*  = o : 
rapportée  à ses  asymptotes , cette  courbe  a pour  équation 


• • 


xy  = 


te * 

av/r+i»* 


* 


£Voyez  la  solution  donnée  (probl.  XI,  chap.  XIII)]. 

Nous  aurions  pu  multiplier  ces  sortes  de  questions  -,  mai* 
nous  n’aurions  fait  qu’ajouter , peut-être  sans  fruit  pour  le 
lecteur  , quelques  pages  de  plus  à cet  ouvrage  déjà  trop  volu- 
mineux : nous  laisserons  donc  aux  Professeurs  qui»  voudront 
bien  en  faire  le  texte  de  leurs  leçons  , le  soin  d’étendre  uli-» 
lement  ces  additions. 

* *• 

FIN  DES  ADDITIONS. 
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Fautes. 


c — 1 

de  N au  ccrde  X' . 

(Cg-  a«) 

(Cg.  aï 

**  -t-  1" 


A étant  la  tangente. 

un  point  m 

tan  p et 


AP  = 


■tang>A 
• a/. 


/;sc  =£»«.'. 

(iig.  3a}... 

— n -+-  b' 


y*  — 

A — C ) sin  aa-f-  B eos  aa... 

( fig.  67  ).^ 

^ = 

AB  = sin  (a* — a").  • 

Si  dans  l’équation  (ao) 
aNar  -+-  Q 

~ — a3iy  

*■'  et  v1' 

-h  G ( A *+•  A ) . . ...... 

r*—(r  —y')  -+- 

la  corde  AN 

capable  d’un  angle.. .. 

2BA 


A V — 

ait'  — 1 


A*  — B1 


B» 

A 

= a aire  CPHTN' 

NCP 

semblables  DPB 

x / • xn<  /*' * 

==■  yJ * -t-  z +*•+.. . 

(1)  et  fa)  sont 

Il',  lt ' représentent 

l'arétc  SD 

l'axe  NX  est 

AD  , ÈD 

Géom.  anal. 


Corrections. 


ch 

de  IV  au  cercle  X'. 
(lig.  ai}. 


a étant  la  tangente, 
un  point  M. 

lang  a 


V/i-f-tang'» 

AP'=x. 

**^Wïv*=W 

b a - «V. 

(‘■g- S2)-  

— n±\/ 


(A—  C)  sin  aa+B  cos  aa  = 

[ ] = »• 

( Cg.  67 , 68). 

1 

r*  = JP.  . J 

vé» 

AB=  sin  (a'"- a")  A" B". 
Si  dans  l'équation  (a3). 

aNx'+  Q 
— aM  • 

a-''  et  y'"  = o. 
c ('  A -+-  A ). 
r*  = (y  — y*)*  +• 
la  corde  A'N. 
capable  de  l’angle. 
aBA 

a>  — A*—  B*' 

A>j»  — . 

, B’ 

«a  _ -I-  A>. 

=r  a aire  CPMN. 

NC P. 

semblables  DPA. 

x t 1 xn  » xm'  . 

— *'•  +/ ‘ -+-»  * +. 

(1)  ci  (3),  (Cg.  168)  sont. 
Il',  tl'  (3)  représentent, 
l’aréte  SD  ( Cg.  171  ). 
l’axe  NX  (Cg.  tj5). 
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NOTICE 


PRINCIPAUX  OUVRAGES  DE  FONDS 

ET  AUTRES  EN  GRAND  NOMBRE, 

COMPOSANT  LA  LIBRAIRIE  DE  MME  Ve  COURCIER, 

Imprimeur-Libraire  pour  les  Mathématiques,  la  Marine,  les  Sciences 

et  les  Arts , 

RUE  DU  JARDINET,  N»  in,  QUARTIER  SAINT-ANDRÉ-DES-ARCS. 

( CI-DEYABT  QUAI  DES  CXAWDS-AUGDSTInS,  ) 

PARIS. 

Mai  1817. 

AVIS.  Indépendamment  des  Ouvrages  portes  sur  le  présent  Catalogue , on  trouve 
k ma  Librairie  un  assortiment  considérable  de  Livres  anciens  et  nouveaux  sur 


, Aîf,  ’ * '-'“"“'i  ia  seiruure,  la  Minéraloeie . 

I Histoire  naturelle,  les  ts elles- Lettres , etc.,  etc. 

Ces  Ouvrages  sont  en  partie  détaillés  sur  mon  Catalogne  général,  que  j'enverrai 
gratis  aux  personnes  qui  m'en  feront  la  demande.  J 

( Les  Lettres  non  affranchies  ne  me  parviennent  pas.  ) 

Non. Tous  les  prix  marques  sur  le  présent  Catalogue  sont  ceux  deParis  et  brochés; 
les  personnes  qui  désireront  recevoir  les  Livres  francs  de  port  par  la  poste , ajou- 
teront un  tiers  en  sus.  ( Les  Ouvrages  reliés  et  cartonnés  ne  peuvent  être 
envoyés  par  cette  voie.) 

ADET.  Leçons  élémentaires  de  Chimie,  in-8. , 6 fr. 

ANNALES  DE  MATHEMATIQUES  pures  et  appliquées,  rcdige'c»  parM.  Ger- 

gonne,  6 vol.  in-tj. , f ,08  fr. 

( r oyez  a la  fin  dn  Catalogne.  ) 

ANNUAIRE  présenté  an  Roi  par  le  Bureau  des  Longitudes  de  France,  pour  i8r", 
- LCot  Ouvrage  parait  tous  les  ans.  ) , (r. 

AZEMAR  et  GARNIER.  TRISECTION  DE  L’ANGLE,  suivie  de  Rceberche* 

tt  le  m,ême  *uict>  ,8°9-  2 fr.  5o  c. 

S/îîVxr  analytiques  des  Calculs  (T intérêts , etc.  3 fr. 

BAILLY.  HISTOIRE  DÉ  L'ASTRONOMIE  ANCIENNE  ET  MODERNE, 
dans  laquelle  on  a conservé  littéralement  le  texte,  en  supprimant  seulement  le» 
calculs  abstraits,  les  notes  hypothétiques,  les  digressions  scientifiques  : par  V.  C. 
a vol.  in-8.  * 9 fr! 

r,  i J?i;l-PnvraBe  se  d°«me  très  souvent  pour  prix  dans  les  Lycées.  ) 

JÎARRUEL, ex-Professeur Jt l’Ecole  Polvtechniauc.TARI.FAI  X ORPHYSIOTIF 


rîl"u?V|Tvr-ir<  l,")n  ’ cntI<;rement  refondue  et  augmentée,  grand  in-4- , cart.  10  fr. 
B 1, . , .GH1EKI.  Examen  des  opérations  et  des  travaux  de  César  ta  siée» 
d Alcaia , etc.,  ia-8  , 1812.  3 g-. 
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4*  U. 

3G  fr. 
31  fl. 

France. 


«FRNOULLI.  ( Joannis  ) Opsra  , 4 vol.  in-f,  relie». 

BERNOULLI.  (Jurobi)  Opéra,  » vol.  m-+. 

RFRTHO^U  1^  • Mécanicien  (le  la  Mâtine,  Membre  de  l’In»htnt  de 

RK«LVR  LES  PENDULES  E L’  LES 

M(ï\TKFS  ffuatri&mc  édition,  augmente®  <1  une  pl.inchc,  et  de  la  manière 
deuaeer  la’  ligne  méridienne  du  mojea.  !>«»,  .8..,  tAwi, 

.‘T^SUR  L’HORLOGERIE,  dans  lequel  on  traite  de  cet  art  relativement 
® \ ,,4  ..ivii  h P Astronomie  *'t  h In  Navigation  , avec  3S  pi- , 3 vol.  in*4*  fr. 

DE  LA  MESURE  DU  TEMS  PAH*  LES  HORLOGES. 

5 D «c  «{tnt  i vol.  in-4*  » avec  3 * 1’^  £rav*eîi»  . ^ "* 

Tt'ÀlTF  DES  HORLOGES  MARINES,  contenant  la  théorie.,  la  consulte 
4 .Ion  la  main-d'œuvre  de  tes  machines  , et  la  manière  de  les  éprouver,  un 
M°u  » *'  . . -x  ' pl  Xj  ir. 

».PiWTA  I RCisSEME^S  ' SL  R L’INVENTION  , la  théorie,  la  construction 
èt  les  éureo  es  des  nouvelles.nacliii.cs  proposer,  en  B rance  pour  la  delermt- 
nation  des  longitudes  en  me,  parla  mesure  du  tems,  servant  de  suite  h 1 Esso* 
nation  « ï?  Traité  des  //•rfnses  marines,  etc.,  i v.  m-j.  6 lr. 

Y\oU\  V LoS  GITU D ES  PAR  LA  MESURE  DU  TEMS,  ou  Méthode  pour 
déterminer  les  longitudes  en  mer,  avec  le  secours  îles  horloges  mannes, ^tv. 

"djî  T A MESURE  DU  TEMS,  OU  Supplément  au  Traité  des  Horloge» 

9 pf'asai  sur  l’Horlogerie,  contenant  les  principes  de  construction  , 

Îvtéeulion  et  d’épreuves  des  petites  horloges  & longitudes,  portatives  et  , ap- 
plication lies  me...!.  piinoipes  île  construction,  eu:.,  aux  montres  <le  poche,  etc 
■_  vol  in-'i  avec  il  planch.  en tatllc-douce. 

«O  TR  AITE  DES  MONTRES  A LONGITUDES,  contenant  la  description 
et  tous  les  détails  de  main-d’œuvre  de  ces  machines,  leurs  dimensions,  la  ma- 

nicre  de  les  MONTRES  A LONGITUDES,  contenant  U 

^construction  des  Montres  verticales  portatives  et  celle  îles  Horloges  homoiitales, 
no“vu  duns  les  plus  longue,  traversées,  un  vol.  tn  /,.  avec  deux  planche. 
P ...  i , n.-i-r  tic  res  deux  derniers  valûmes  réunis  en  un  seul,  j tr. 

montres  a longitudes,  suivi  de. 

I,  TVoticc  des  recherches  de  l’Auteur,  depuis  1730  jusqu  eu  180,.  9 te. 

BER  TRAND.  Développement  nouveau  de  la  partie  élémentaire  des  Mat^ina- 

nèoN  GipPUCA'noV0DÈntA  THÉORIE  DE  >A  LÉGISLATION 
filph'N  ALE  ou  Code  de  lajSûrctc  publique  et  particulière  . fonde  sur  le. ■ tegli* 
ie  11  morale  universelle,  sur  le  droit  des  gens,  ou  pnniitil  des  sont  tes,  et 
de  , n 1*  • • 1; iVnr  actuel  de  la  civilisation,  rédigé  en  Piojct 

ta  srff&Nx  '<  ““  t neuf*  * * % t 

.*J5 

Manne,  de  lArtillCTt  m>1.  Revnand,  Examinateur  des  Can- 

îüda.’s  dfrÉcXpÔl^eehniqne;  Girnier , ex-proïesseur  i l’Ecole  Polytechnique, 
etRossel,  Membre  de  l’Institut. 

T HAÏ  É'H  OU  e!'aVe^D  ES  ^OT ES  fi  ir  t étendues,  et  des  Tables  d. 

— MÉCANIQUE  , nouvelle  édition,  revue  et  considérablement  augmentée, ^ par 
M.  Garnier.,  a Vol.  iu-H. 

traite  DE  N AN 


^"Vaïsoiau  etc.  Novembre  tSt4,  un  vol  in-8. , avec  10  planches.  6 fr. 
Cetœ  èSndu  Cours  de  MatlJmn'iqurs  deBetou,  est  la  plu.  corrects  et  la 
^ Élis.  rvs.Ih.j»  rmi  ont  rara  iiisqn  h ce  jour. 

» fc.  5o  ç* 


plus  complète  de  toutes  celles  qui  ont  paru  jusqu 
BlQQLlLLEÏ.  Du  Calcul  des  Probabilités,  m-*. 


flOT , Membre  de  l'Institut,  etc.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ASTRONO* 
MIE  PHYSIQUE,  destine  à l’enseignement  dans  les  Lycées,  etc.,  3 vol* 
in-8. , 1810.  , a/j  tri 

— - ESSAI  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  appliquée  aux  Courbe»  et  aux 
Surfaces  dn  second  ordre,  in-8.,  5*  édition,  i8i3.  5 fr.  5o  c. 

— PHYSIQUE  MÉCANIQUE  de  Fischer,  traduite  de  l'allemand,  in-8., 

ae  édition,  i8i3.  6 fr. 

— TABLES  BAROMETRIQUES  portatives,  donnant  la  différence  de  niveau 

par  une  simple  soustraction  , »n-8.  î fr.  no  u. 

— Essai  suri  Yiistoire  generale  des  Sciences  pendant  la  révolution,  in-8.,  I fr.  5o  c. 
BLAVIER.  Nouveau  aarréme,  ou  Comptes  faits  en  livres,  sous  et  irancs,  suivi 
cPnn  Barrème  pour  les  Mesures,  in-8.  . 7 fr. 

BOILEAU  et  AuDIBERT.  BARREME  GÉN  ER  AL,  ou.  Comptes  faits  de  tout 
ce  qui  concerne  les  nouveaux  poids,  mesures  et  monnaies  de  la  France}  suivi 
d’un  Vocabulaire 'des  diiFcrens  poids,  mesures  et  monnaies,  tant  français  qu’«- 
trumters,  compares  avec  ceux  de  Paris,  un  vol.  de  pages,  in-8./ broché  , 
i8o3.  6 fr* 

Boileau.  Art  poétique,  traduit  en  vers  latins  par  Paul,  in-8.  5 fr. 

BORDA.  TABLES  TRIGONOM ETRIQUES  DÉCIMALES,  calculées  par 
Cii.  Borda,  revues,  augmentées  et  publiées  par  J.  B.  J.  DcJambrc.  Paris,  de 
rimprimcric  de  la  République,  an  IX  , iu-tj*  ta  fr. 

fiOSSUT.  Histoire  , gv nerf  le  des  Mathématiques , depuis  leur  origine  jusqu'il 
l’unm-c  1808  , 3 vol.  »n-8, , l8io.  12  fr. 

— Saegio  sidla  Sloria  gcncr.de  dclle  Matematiclic,  prima  cdmonc  îtaliana,  coa 
riliessioni  ed  aggimite  di  Greguria  Fonlana.  Milano,  4 v<>l-  in-8. , Ijr.  i5  fr. 

BOUC11ARLA1  , Professeur  de  Mathématiques  transcendantes  aux  Écoles  mi- 
litaires Docteur  ès-Scicnccs,  etc.  THEORIE  DES  COURBES  ET  DES  SUR- 
FACES DU  SECOKD  ORDRE,  précédée  des  principes  fondamentaux  de  la 
Géométrie  analytique,  seconde  édit. , augmentée,  m-8.  5 fr. 

ÉLÉ, VIENS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉ- 

GRAL,.  in  8.,  i8iî.  a fr.  5o  c. 

— ELEM ENS  DE  MÉCANIQUE,  in-8.,  i8i5.  6 fr. 

BOUCHER.  Institution  au  Droit  maritime,  etc.,  Ouvrags  utile  aux  marins,  né- 
gocions, etc.,  etc.,  i vol.  în-^.  18  fr. 

J30UCHESE1CHE.  Notions,  élémentaires  de  Gênera phie  ; Ouvrage  qui  a etc 
jugé  propre  à l’Instruction  publique,  quatrième  édition,  considérablement  aug- 
mentée, in- 1 a,  181.9.  2 fr.  5o  c. 

BOUILLON-LAGRANGE.  Manuel  d’un  Cours  de  Chimie , ou  Prmci|nrs 
théoriques  et  pratiques  tic  cette  science,  avec  7 tableaux,  23  planches,  et  la  séria 
des  expériences  laites  h l’Ecole  Polytechnique,  3 roi.  in-8.,  5«  édition.  30  IV. 

Manuel  du  Pharmacien , , in-8.,  seconde  édition.  fi  fr.  5o  <:. 

BOURDON.  THÈSE  DP’,  MECANIOUE  qui  a été  soutenue  le  9 Mars  1811 
devant  la  Faculté'  des  Sciences  de  Paris,  suivie  du  Programme  de  la  Tliè*e 
d’Astronomic  qui  a été  soutenue  le  20  Mars  1811,  devant  la  même  Faculté, 
'în-i.  2 fr.  5o  c. 

BREISLACK.  Introduction  h la  Géologie , traduite  de  l'italien  par  Bernard, 
1 vol  in-8.,  1812.  7 fr. 

BRISSON.  Pesanteur  spécifique  des  Corps.  Ouvrage  utile  h l’Histoire  naturelle , 
aux  Arts  et  au  Commerce,  1 vol.  in-q-  avec  planches.  i5  fr. 

■■■  Dictionnaire  raisonné  de  Physique , fi  vol.  in-o.,  et  allas  in- 4.  36  fr. 

BU  DAN.  Nouvelle  Méthode  pour  la  résolution  des  Equations  numériques  d’un 
degré  quelconque,  d’anrès  laquelle  tout  le  calcul  exige  pour  cette  résolution  s* 
réduit  a l'emploi  des  deux  premières  rè'glcs  de  l’ai ithm clique  , in*4«  1807.  5 fr. 

BULL1ARD.  Histoire  des  Plantes  vénéneuses  cl  suspectes  de  la  France,  un  vol. 

iq-8. , nouvelle  édition.  4 IV.  5o  c, 

BUQUOY.  Exposition  d'un  nouveau  principe  de  Dynamique , in  4-  , i8i-5, 

2 fr.  5o  c, 

BU RCKHARDT , Membre  de  l’Institut  et  du  Rtireau  des  Longitudes  de  France, 
TABLE  DES  DIVISEURS  POUR  TOUS  LES  NOMBRES  DU  i*«\  2% 
et  3®  MILLION  , avec  les  Nombres  premiers  qui  s’y  trouvent,  1 vol.  grand 
in-4-,  papier  vélin,  1817.  36  fr. 

Nota  Chaque  million  se  vend  séparément,  savoir  : le  1”  million  10  fr. , et  les  3« 
et  3e  million,  chacun  12  fr. 

— TABLES  DE  LA  LUNE,  Ouvrage  faisant  partie  des  Tables  astronomiques 

pubiens  par  le  Bureau  des  Longitudes,. inT. , 1812.  8 fr. 

ÇAGNOLI.  TRAITE  DE  TRIGONOMÉTRIE,  trad  de  Pitalicn  par  M.  Cbompré, 
deuxième  édition,  revue  et  considérablement  augmentée,  m-.j.,  1808.  18  fr. 
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f'iïviJ?'’  li!"'1!  élémentaire  du  Calcul  des  inéi/uations,  in-8.,  i8«8.  G fr 

, de  '7nstîtul  c*  <lc  la  Légion-d’Honneur.  GÉOMÉTRIE  DK 
POsII  luN  , in-4.,  papier  vélin,  i8o3.  ,8  fr_ 

i — Idem , grand  papier  vélin.  3g  fr’ 

1“  Mémoire  sur  lu  relation  qui  existe  entre  les  distances  respectives  de  cinq 
points  quelconques  pus  dans  1 espace,  suivi  d’un  Essai  sur  la  théorie  des  Trans- 
■-  ver  sa  les,  m-4.(  180b.  r 

DE  LA  DE!  ENSE  DES  PLACES  1 QUI  ES , Onvragc  composé  par  ordre 
du  Gouvernement,  pour  l’instruction  des  Elèves  du  Corps  du  Génie,  a»  édition  . 
1811,  in-8.  - 1 6 fr! 

meme  Ouvrage,  troisième  édition  .considérablement  augmentée,  un  vol. 
în-i.  avec  11  planches  très  bien  giavécs,  181a.  ni  fr 

DE.  LA  CORRELATION  DES  FIG  ERES  DE  GÉOMÉTRIE.  Paris,' 

uo  0,  ra-o.,  grand  papier.  î*  r 

WTU4I  ,oîiSi  H métaphysique  du  calcul  infuse 

IESIMAL,  seconde  edit.,  i8i3.  3 f,  5,,  c 

le;"  juillet  1814,  in-8.,  ,8i5. . fr.  n5c. 

C.ARXE  BOI ANIQLE  île  la  Méthode  naturelle  de  Jussieu,  m-8, , et  A table, iux 
format  atlantique.  /•  «•  * 

CHAMBON  -DE-MONT  AUX.  Traité  de  la  Fièvre  maligne  simple,  et  des  Fièvres 
. comjdiqnees  de  malignité,  A vol.  in-fa.  I0  fr> 

CHANIREAU.  Histoire  de  r rance  abrégée  et  chronologique , depuis  la  première 
expeihuou  des  Gaulois  jusqu'en  septembre  1808, etc.,  iSob,  a vol.  in-8.  k ië  fr. 
- — -Tablettes  chronologiques  cl  documentaires  pour  servir  à l’étude  de  l’Histoire 
cmie  et  nnJitaiie  delà  i- rance,  depuis  l'arrivée  de  Julcs-Ce'sar  dans  les  Gaules 
ittsqu  h nos  jours,  etc.,  in-8.  \ fr 

CHLADM,  Docteur  en  Philosophie  et  en  Droit,  Membre  de  la  Société  royale 
irixarlein  , de  la  Société  «les  Scrutateurs  de  la  Nature  de  Berlin,  Corrcspon* 
dant  de  1 Académie  de  Saint-Pctcisbourg , etc.  TRAITÉ  D'ACOUSTIQUE, 
.avec  b pi  tn  .8. , ihog.  _ fr.^„  c. 

CHOMPRÉ.  Méthode  la  plue  naturelle  et  la  plus  simple  d’enseigner  h lire,  in-8,. 

.101.1.  , jy  2j  c 

CHORON , Correspondant  de  l’Institut.  MÉTHODE  ÉLÉMENTAIRE  DE  COM- 
POSITION , où  les  préceptes  sont  soutenus  d'un  grand  nombre  «l’excuiples  très 
clairs  et  fort  étendus,  et  M'aide  de  laquelle  ou  peut  apprendre  soi-même  à composer 
toute  espèce  de  Musique } traduite  «le  l'allemand  de  Albrechuberger  (J.  Georg.) , 
Organiste  de  la  Cour  de  Vienne,  etc.  , et  enrichie  d'une  Introduction  et  d'un 
grand  nombre  de  Notes,  par  A.  Choron,  a vol.  in-8.,  dont  un  de  Musique. 
,lS,4*  :u  fr! 

CHRISTIAN.  DES  IMP0SI1  IONS  et  «le  leur  influence  sur  l’Industrie  agricole 
îu-'iuuiuctuuère  et  commerciale,  et  sur  la  prospérité  publique,  in-8.,  1814* 

CL  AIR  AU  I . ELÉMENS  D’ALGÈBPiE,  sixième  édition,  avec  des  Notes  et  des 
Additions  très  étendues  , par  M.  Garnier  , précédé  d’un  Traité  d’Arithmé tiqua 
jnr  f heveueau  , et  une  Instruction  sur  les  nouveaux,  poids  et  mesures , a vol.  in-8.f 


1801. 


fr. 


THÉORIE  DE  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE , tirée  des  principes  de  l’Hv- 
diostatique  , in-8. , deuxième  édition  , 1808.  10  fr. 

CONDILLAG.  Langue  des  Calculs,  in-8.  5 fr* 

— Le  même  ouvrage,  a vol.  in-12.  4 fr. 

— Grammaire  française , 1 vol.  id-ia.  a fr. 

C0ND0RCE1 . Essai  sur  l’application  de  l’Analyse  aux  probabilités  des  decisions 
rendues  à la  pluralité  des  voix,  1 vol.  in*4»  i5  fr. 

• Moyen  d apprendre  h compter  sûrement  et  avec  facilité  ; Ouvrage  posthume, 
deuxième  édittpn  , in-i a.  1 fr.  5o  *c. 

CONNAISSANCE  DES  TEMS  à l’usage  des  Astronomes  et  des  Navigateurs  , 
publiée  par  le  Bureau  des  Longitudes  de  France,  pour  l'aunée  1817,  avec  Addi- 
tions, broché.  6 fr. 

Id.,  pour  Tannée  1817, 6ans  Additions.  A fr. 

Id.,  pour  l’année  1818,  avec  Additions.  G fr. 

— Id. , pour  l’année  1818,  sans  Additions.  4 fr* 

Id.,  pour  l’année  1819,  avec  Additions.  (j  fr. 

— - Id.,  pour  l’année  1819,  sans  Additions.  4 fr. 

On  peut  se  procurer  la  (Collection  complète  ou  des  années  séparées  de  cet 
Ouvrage,  depuis  17  Go  jusqu'à  ce  jour. 

C0UD1ER  ( Edmond} , Instituteur.  L'Abeille  française,  a vol.  in*8. 


G fr. 
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CORDIER.  Memorial  de  Théodore,  in-8.  v i fr.  a5 

— — Préparation  à,  V étude  de  la  Mythologie , in$. , 1810.  3 fr_ 

COUSl^N.  TRAITÉ  ELEMEKTAfRE  de  I\Anulyse  mathématique  on  d’Algèbrc  , 
in-8.  , , 4 R*  5o  c. 

TRAITE  OU  CALCUL  DIFFERENTIEL  et  intégral,  2 vol.  in-4. , ti  pi.  ai  fr. 

D’ARREU.  PRINCIPES  MATIIÉMATIQUESde  feu  Joseph-Anastuscda  Cunlia 


différentiel  et  intégral  ),  traites  d’une  manière  entièicrucnt  nouvelle  , traduit  litté- 
ralement du  portugais , in-8.,  1816.  5 fr. 

D’ALEMBERT.  ( Collection  complète  de  ses  ouvrages  sur  les  Mathématiques.  ) 
D’ARÇON.  De  La  force  militaire  considérée  dans  ses  rapports  conservateurs,  un 
vol.  in-8.  • 3 fr.  ' 

DAUBE.  Essai  d’idéologie,  in-8.  4 R** 

D’AU  BUISSON-  Mémoire  sur  les  Basaltes  de  la  Saxe%  accompagné  d’ohser^ 
valions  sur  l’origine  des  Basaltes  en  général , lu  «\  la  Classe  des  Sciences  physiques 
et  mathématiques  de  l’Institut  national,  an  XI , in  8.  * -J  fr# 

DAULNOY.  Calcul  des  Intérêts  de  toutes  les  sommes  k tous  les  taux,  et  pour 
tous  les  jours  de  Pannce,  etc.  î fr.  80  c. 

DÉFENSE  D’ANCONE  et  des  Dcpartcmens  romains,  le  Tronto,  le  Mosonc  et  lo 
Metmrn,  par  le  général  Mon  nier,  aux  années  7 et  8,  a vol.  in-8.  10  fr. 

DELAISTRE,  ancien  Professeur  h l’École  Militaire  de  Paris.  Encyclopédie  de 

C Ingénieur , ou  Dictionnaire  des  Ponts  et  Chaussées,  3 vol.  in-8.,  avec  un  vol. 
de  pl. , in-^.  4®  R* 

DELAMBRE  , Secrétaire  perpétuel  de  l’Institut , Membre  df  la  Léginn-d’Honnein, 
Trésorier  de  l’Université  royale  de  France,  etc.  TRAITÉ  COMPLET  D’AS- 
TRONOMIE THEORIQUE  ET  PRATIQUE,  3 vol.  in-4.  » avec  29  planch., 
1814.  (*>  fr. 

Nota.  Cet  ouvrage  est  sans  contredit  le  meilleur  Traite  d’ Astronomie  et  le 
plus  complet  qui  ait  encore  paru  ; il  remplace  celuÇde, Lalande  qui  est  épuisé. 

Abrège'  du  même  Ouvrage,  ou  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  D’ASTRO- 
NOMIE THÉORIQUE  ET  PRATIQUE  données  au  College  de  France  , 
un  voj.  in-8.,  avec  14  planch.,  i8i3.  n fr. 

— METHODES  ANALYTIQUES  pour  la  détermination  d’un  arc  du  Méridien. 

Paris,  an  7,  in-4.  6 fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  publiées  par  le  Bureau  des  Longitudes  de 

de  F’rance.  Première  partie,  Tables  du  Soleil  par  M.  Delamhrc  ; Tables  de  la 
Lune  par  M.  Biirg,  in-4. , i8r>C.  *8  fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  publiées  par  le  Bureau  des  Longitudes  de 

France:  nouvelles  Tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  calculées  d’après  la  théorie 
de  M.  Laplacc,  et  suivant  la  division  décimale  de  l’ongle  droit , par  M.  Bouvard , 
in-4.  q fr. 

— TABLES  ASTRONOMIQUES  du  Bureau  des  Longitudes;  Tables  éclip- 
tiques des  Satellites  de  Jupiter,  d’après  In  théorie  de  M.  La  place  et  la  totalité 
des  observations  faites  depuis  1GG2  jiisqu’h  fan  1802,  par  JM.  JDelambre,  in-4-, 

— ' J' ARLES  DE  LA  LUNE  (voyez  BURCKHARDT.  ) 

- Base,s  du  Système  métrique , 3 vol.  in-*j.  iV' oyez  BORDA.  ) Cf»  fr. 

DELAME  THERIE,  Professeur  au  College  de  France,  Rédacte  ur  du  Journal  d« 

Physique,  etc.  CONSIDERATIONS  SUR  LES  ETRES  ORGANISÉS,  2 voi. 

in-8.  . 12  fr. 

DE  LA  PERFECTIBILITE  et  de  la  dégénérescence  des  Et  res  organises  , 

formant  le  tome  3e  des  Considérations  sur  les  Etres  organisés , i vol.  in-8.  6 fr. 

DE  LA  NATURE  DES  ETRES  EXISTANS , 1 vol.  in-8.  6 fr. 

LEÇONS  DE  MINERALOGIE  données  au  Collège  de  France  , 2 vol.  in-8., 

1812.  , ,4  fr. 

LEÇONS  DE  GÉOLOGIE  données  an  Collège  de  France,  3 vol.  in  8. , 

, . 18  fr. 

DEL  AU.  DÉCOUVERTE  DE  L’UNITÉ  et  généralité  de  principe,  d'idée  «t 
d’exposition  de  la  Science  des  Nombres,  son  application  positive  et  régulière  à 
l'Algèbre  , à la  Géométrie , et  surtout  à la  pratique , aux  dcveloppcmen*  et  .H 
l’extension  du  précieux^  système  décimal,  etc.  3 fr. 

DKLUC.  TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  GÉOLOGIE  , in-8. . i8pq.  5 fr. 
DES,T  UTT-TR  AC  Y , Pair  de  France,  Membre  de  l'Institut.  ELÉMENS  D'I- 
DEOLOGIE, 4 vol.  in-8.  22  fr* 

Chaque  volume  se  vend  séparément , savoir  : 

■■  — IDÉOLOGIE  proprement  dite , in-8. , 2*  édilioA»  5 R\ 
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PESTUTT-TRACY.  GRAMMAIRE , in-S.  5 fr 

. LOGIQUE,  in-8.  , 6 fr 

TRAITE  DE  LA  VOLONTE  ET  DE  SES  EFFETS , 4.  et  5«  Panic.l 

in-8.,  i8i5.  C fr> 

— — PRINCIPES  LOGIQUES,  ou  Recueil  de  faits  relatifs  h rintelligcnce  humaine, 
in-8.  « i8j^.  t “i  Çv 

DEVELEÏ.  ELÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE  , arec  figures  , seconde  édition , in-8., 
1816.  G fr. 

Physique  d'Emile  , in-S.  . 4 fr. 

Fa  autres  ouvrages  tfu  même.  Auteur. 

DI  E U DON  N E-TH1 É B A C LT , Proviseur  du  Lvcée  de  Versailles.  GRAMMAIRE 
PHILOSOPHIQUE,  ou  lu  Métaphysique  , la  Logique  en  un  seul  corps  de  doc- 
trine, a vol.  in-8.  * - |V. 

Traité  du  Stvje  , •*  vol.  in-8.  . q fr 

DION1S -DU  - SK  J OL  R . TRAITE  DES  MOUVEMENS  APPARENT  DES 
CORPS  CELESTES,  a vol.  in-4-  4.S  fr. 

■ --—Essai  sur  les  Phénomènes  , etc. , in-8.  G fr. 

DRUET.  Mémoire  sur  differentes  questions  relatives  à la  Physique  pcner.de , in-8., 
181 1.  ^ i fr.  a5  c. 

DU BOURGUET.  Traité  (le  Navigation,  Ouvrage  appri  3iive  par  lTnstitm  de 
France  , et  mis  K la  portée  de  tons  les  Navigateurs,  1808,  in-4-  , avec  ligures  et 
tableaux.  u m fr. 

— jfYaités  élémentaires  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral , indépen- 

dants de  toutes  notions  de  quantités  infinitésimales  .et  de  limites  ; Ouvrage  mis  à 
la  portée  des  Commença  us , et  où  sc  trouvent  plusieurs  nouvelles  théories  et  mé- 
thodes fort  simplifiées  d’intégrations,  avec  des  applications  utiles  aux  progrès  des 
Sciences  exactes , a vol.  in-8.  iG  fr. 

DUCHATELET.  Principes  mathématiques  de  la  Philosophie  naturelle,  □ toi. 

in*4*  ^ a}  fr. 

RUCREST.  P'ues  nouvelles  sur  les  Courans  d'eau,  la  Navigation  intérieure  et 
la  Marine , in-8. , i8o3.  ’ 4 fr. 

DUFRESNE.  Par  rénie,  ou  Comptes  faits,  pour  les  achats  et  ventes  d'cau-dc-vie, 
in-8-  ‘2  fr.  5o  c. 

DUF^IN,  Capitaine  du  Génie  maritime,  etc.  DÉVELOPPEMENT  DE  GÉO- 
MÉTRIE , avec  des  applications  à la  stabilité  des  vaisseaox,  aux  deldais  et  rem- 
blais , au  défilement,  a l’optique,  etc.  , pour  faire  suite  à la  Géométrie  descrip- 
tive et  à la  Géométrie  analytique  de  M.  Monge,  in-4-,  avec  plauch.,  i8i3.  i5  ir. 
ESSAIS  SUR  DÉMOSTHÈNES  et  sur  son  éloquenee,  contenant  une  tra- 
duction des  Hirnnguc*  pour  Olynthe,  avec  le  texte  en  regard  ; des  consideiations 
sur  les  beau  tes  des  pensées  et  du  style  de  l’Orateur  athénien , in-8.,  181 4-  4 fr* 

Du  rétablissement  de  l'Académie  de  Marine , in-8. , i8i5.  1 fr.  5o  c. 

— — Tableau  de  l'Architecture  navale  militaire,  analyse,  etc.,  in^.,  i8i5. 

, 1 fr.  5o  c. 

DUPUIS.  MEMOIRE  EXPLICATIF  DU  ZODIAQUE  chronologique  et  my- 
thologique, Ouvrage  contenant  le  ubican  comparatif  des  maisons  de  la  Lune 
chez  les  différons  peuples  d«  l'Orient,  et  celui  des  plus  anciennes  observations  qui 
s’y  lient,  d’npics  les  Egyptiens,  les.  Chinois,  les  Perses,  les  Arabes , les  Chul- 
déens  et  les  Calendriers  grecs , inT.,  1806.  6 fr. 

DUPUIS.  ANALYSE  RAISONNEE  DE  L’ORIGINE  DE  TOUS  LES 
CULTES,  ou  Religion  universelle  j sur  l’ouvrage  publié  en  l’an  III,  vol.  in-8.  3 fr. 
DURAND-  Statique  élémentaire,  ou  Essai  sur  l’état  géographique,  physique  et 
politique  de  la  Suisse  $ Ouvrage  consacre  h l’instruction  de  la  jeunesse,  4 v°l- 
in-8.  la  fr. 

DUTENS.  Analvsc  raisonnée  des  principes  fondamentaux  de  l’Economie  politique, 
in-8.  - 3 fr. 

DUVILLARD.  RECHERCHES  SUR  LES  RENTES,  les  Emprunts,  etc.,  in-4.  , 

6 fr. 

— ANALYSE  ET  TABLEAU  de  l’influence  de  la  petite  vérole  snr  la  mortalité 
h chaque  âge,  et  de  celle  qu’un  préservatif  tel  que  la  vaccine  peut  avoir  sur  la 

, population  cl  la  longévité  , 1806,10*4.  10  fr. 

lyoge  de  l'Ivresse , nouv.  édit. , fig. , in-12.  1.  fr.  5o  c. 

Eloge  de  oit  aire,  par  fcaharpe,  in-8.  1 fr.  5o  c. 

Elit E1L  KLÉMEKa  D’ALGÈBRE,  nouv.  édit.,  1807,  a vol.  in-8.  la  fr. 

Cette  édit,  est  la  meilleure  cl  la  plus  complète  qui  ait  encore  paru.  La  première 
partie  contient  l’Analyse  déterminée,  revue  et  augmentée  de  Notes  par  M.  Garnier. 
La  deuxième  partie  contient  l'Analyse  indéterminée,  revue  et  augmentée  de  Note* 
par  Lagrange,  Sénateur,  Membre  de  l'Institut,  etc. 
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EULER.  LETTRES  A UNE  PRINCESSE  D’ALLEMAGNE,  sur  <Oi<wn  sujets  ,18 

Physique  et  de  Philosophie,  notiv.  édit.,  conforme  à Fcditioii  oiigiiiaic  de  Saint- 
Petersbourg , revue  et  augmentée  de  l'Eloge  d'Euler  par  Condorcet,  et  de  diverses 
Notes  par  M.  Labey,  Docteur  ès-Sciencit  h P Université,  ex-instituteur  h F Ecolo 
Polytechnique,  cto.,  2 forts  vol.  in-8.  de  1180  pug. , impriuits  en  caractère  neuf 
dit  Cicéro  gros-œil,  et  sur  pap.  carré  fin,  avec  le  portrait  de  T Au  leur,  181  a, 
broches.  J 5 fr. 

— — Et  papier  vélin . dont  on  a lire'  quelques  exemplaires.  3o  fr. 

— — Introcluctio  in  Analysin  inûniloruin  , a vol.  in-4*  f 24  fr. 

Kl  tous  les  autres  Ouvrages  de  cet  Auteur. 

FISCHER.  PHYSIQUE  MÉCANIQUE,  traduite  de  l’allemand,  avec  des  Notes 
de  M.  Biot,  in  8.,  seconde  edit.,  181 3.  6 fr. 

FLEURIE  U,  Me  1 nbre  de  l’institut  national  des  Sciences  et  des  Arts,  et  du  Bureau  des 
Longitudes,  etc.  VOYAGE  AUTOUR  DU'  MONDE,  pendant  les  années  1790, 
1791  et  179a,  par  ETIENNE  MARCHAND,  précédé  d une  Introduction  histo- 
rique; auquel  on  a joint  des  Recherche»  sur  les  Terres  australes  de  Drake,  et 
un  Examen  critique  du  Voyage  de  RoLgeweeu  , a'ec  Cartes  et  Figures;  par 
P.  C.  Claret  Ï’Ykürieo,  Membre  de  ITwstitut  national  des  Sciences  et  des  Ans, 
et  du  Bureau  des  Longitudes,  etc.,  4 vol.  in-4- , 180g.  4°  ff* 

-■■-Le  meme  Ouvrage,  5 vol.  in-8. , avec  Atlas  in-4-  a5  fr. 

— ■ Application  du  Système  métrique  et  décimal  h l’Hydrographie  et  aux  Calculs 
de  Navigation , in-{.  - 5 fr. 

FLORE  NATURELLE  ET  ECONOMIQUE  DES  PLANTES  QUI  CROIS- 
SENT AUX  ENVIRONS  DE  PARIS,  au  nombre  de  plus  de  |oo  genres  et  ds 
1400  espèces,  contenant  rémunération  de  ces  Plantes,  rangées  suivant  le  système 
de  Jussieu,  et  par  ordre  alphabétique,  leurs  noms  triviaux,  leurs  synonymies  fran- 
çaises, leurs  descriptions , les  cmhoils  où  se  trouvent  les  plus  rares,  leurs  pro- 

]»riétés  pour  les  aliinens,  les  nié  dica  tu  eus  , l’art  vétérinaire,  les  arts  et  métiers  et 
'ornement  des  jardins  : 2e  édit.,  augmentée  de  la  Flore  naturelle  et  de  aj  planches 
soigneusement  gravées;  par  une  Société  de  Naturalistes,  2 vol.  in-8.  de  plus  de 
980  pages.  10  fr. 

FOURCiiOY.  TABLEAUX  SYNOPTIQUE  DE  CHIMIE,  in-foj.,  cart.  9 fr. 

Analyse  chimique  de  l’Eau  sulfureuse  d’Enghien,  pour  servir  à l’histoire  des 

eaux  sulfureuses  en  général , in-8.  5 li\ 

FRANÇAIS,  Piofesseur  à Metz.  Mémoire  sur  le  mouvement  de  rotation  d’un 
corps  solide  autour  de  son  centic  de  niasse,  in-p,  i8i3.  2 fr  5o  c. 

I RANüHlNI.  Mémoires  sur  rinlégraiiou  des  Equations  différentielles , in-4» 

1 fr.  5o  c. 

FR ANCCEUR , Professeur  de  la  Faculré  des  Sciences  de  Paris,  Examinateur  des 
Candidats  de  l’Ecole  Polytechnique,  etc. 

1°.  COURS  COMPLET  DE  MATHÉMATIQUES  PURES,  dédié  h S.  M. 

Alexandre  Ier,  Empereur  de  toutes  les  Russie*;  Ouvrage  destiné  aux  Elèves  des 
Ecoles  Normale  et  Polytechnique,  et  aux  Candidat»  qui  se  préparent  *»  y être 
admis,  avpl.jn-8.,  avec  planches.  i5  fr. 

r\  TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  MECANIQUE,  à l’usage  des  Lycées,  etc., 

4e,édijt. , in-8.  7 fr. 

3".  ELEMENS  DF.  STATIQUE , in-8.,  ; 5 fr. 

4".  L’RANOGBAPHIK,  uu  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  D’ASTRONOMIE,  k 

l’usage  des  personnes  peu  versees  dans  les  Madiemaliq ues,  accompagné  de  Pla- 
nisphères, 1 vol.  iu-8.  7 fr. 

FULTON.  ( Robert  ) Recherches  sur  les  moyens  de  perfectionner  les  Canaux  de 
navigation,  et  sur  les  nombreux  axantuges  des  petits  Canaux,  etc.,  avec  le  Sup- 
plément. # “ 7 fr.  5o  c. 

FURGENSEN.  (Urbain)  Horloger.  Principes  généraux  de  l’exacte  mesure  du 

temps  par  les  Horloges,  etc.  Copenhague,  ibo5,  1 vol.  in-q- , avec  atlas  de 

19  planches.  3o  fr. 

GARNIER,  ex-Professeur  A l’École  Polytechnique,  Doctejir  de  b Faculté  des 
«Sciences  de  F Université,  Professeur  (je  Mathématiques  à l’Ecole  royale  militaire. 
COURS  COMPLET  DE  MATHÉMATIQUES , comprenant: 
i°.  TRAITÉ  D’ARITHMÉTIQUE  à l’usage  des  Elèves  de  tout  Age,  deuxième 
édjtion,  iu-8.,  i8->8.  3 fr.  5o  c. 

2°.  ELEMENS  D’ALGEBRE  a l’usage  des  Aspirons  h l’École  Polytechnique, 
troisième  édition,  in-8.,  181 1,  revue,  corrigée  et  augmentée.  - 5 fr. 

3°.  Suite  de  ces  Élémcns , 2e  partie.  ANALYSE  ALGÉBRIQUE,  nouvelle  édit., 
considérablement  augmentée  , in-8. , iSiq.  6 l’r. 

4°.  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,, ou  Application  de  l’Algèbre  h la  Géométrie, 

seconde  édition,  revue  et  augmentée , uu  vol.  ip-8.  avec  i \ ph,  x8i3.  5 fr.  5o  s» 
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GARNIER.  5".  LES  RÉCIPROQUES  DE  LA  GÉOMÉTRIE,  suivis  d’un  R©* 

cucïlde  Problèmes  et  de  Théorèmes  , et  île  ia  construction  des  Tables  trigonomé- 
trique/*,  in-8.,  2e  édition,  considérablement  augmentée,  1810.  5 fi*. 

60.  eTLEMETNS  de  GÉOMÉTRIE,  contenant  les  deux  Trigonomélries,  les  Élé- 
ment» de  la  Polygonomctrie  et  du  levé  des  Plans , et  lTntroduction  à la  Géomé- 
trie descriptive  /un  vol.  in-S. , avec  pi. , 1812.  5 fr. 

70.  LEÇONS  DE  STATIQUE  à l’usage  des  Aspirans  k l’École  Polytechnique, 
un  vol.  in-8.,  avec  13  pf. , 1811.  5 fr. 

8°.  LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL,  3e  édition,  un  vol.  in-8.,  avec 
4 pi*  » * 8 1 1.  • 7 fr. 

9°.  LEÇONS  DE  CALCUL  INTÉGRAL,  un  vol.  in-8.,  avec  pl. , 1812.  7 fr. 
I0#.  Discussion  des  Racines  des  Equations  déterminées  du  premier  degré  k 

Slu$ienr6  inconnues,  et  élimination  entre  deux  équations  de  degrés  quelconques  k 
eux  inconnues,  deuxième  édition.,  1 fr.  80c. 

GAUSS.  RECHERCHES  ARITHMÉTIQUES,  traduites  parM.  Poulet- Dclisle  , 
Elève  de  l’Ecole  Polytechnique , cl  Professeur  de  Mathématiques  à Orléans,  1 vol. 
in-4*>  1807.  18  fr. 

GIRARD,  Ingénienr  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  Directeur  du  Canal  do 
J’Onrcq  et  «es  eaux  de  Paris.  RECHERCHES  EXPERIMENTALES  SUR 
L’EAU  ET  LE  VENT  considérés  comme  forces  motrices,  applicables  aux 
moulins  et  antres  machines  h mouvement  circulaire,  traduit  de-  l’anglais  de 
Smeaton,  in-4. , avec  planches , 1810.  9 fr. 

Traité  analytique  de  la  résistance  des  Solides , et  des  Solides  d’égale  résis- 
tance, in-4.  i3  fr. 

GIRAUDEÀU.  La  Banque  rendus  facile  aux  principales  nations  de  l’Europe, 
suivie  d’un  nouveau  Traité  de  l’achat  et  de  la  vente  des  matières  d’or  et  d’argent  , 
avec  l’Art  de  tenir  les  Livres  en  parues  doubles,  1793,  in-4-  i5  fr. 

— ■ ■ Le  Flambeau  des  Comptoirs , contenant  toutes  les  écritures  et  opérations  da 
Commerce  de  terre,  de  mer  et  de  Bauquc,  nouvelle  édition,  corrigée  et  augm. , 

1797,  in-4.  o fr. 

GIROINCHANTRANS.  ESSAI  SUR  LA  GEOGRAPHIE  PHYSIQUE , le 

climat  et  l’histoire  naturelle  du  département  du  Doubs,  2 vol.  in-8.  10  fr. 

GOUDIN  (Œuvres  de  M.  B.  ) , contenant  un  Traité  sur  les  propriétés  communes  k 
toutes  les  Courbes,  un  Mémoire  sur  les  éclipses  de  Soleil,  nouvelle  édition, 
in-4-  7 fr.  5o  c. 

G R ASSET^S  A INT-S  AU  VEU  R . L’ANTIQUE  ROME,  ou  Description  histo- 
rique et  pittoresque  de  tout  ce  qui  concerne  le  peuple  romain , dans  scs  costumes 
civils,  militaires  et  religieux,  dans  ses  mœurs  publiques  et  privées,  depuis  Ro- 
xnulns  jiqsqu’à  Auguste  ; Ouvrage  orné  de  5o  portraits,  1 vol.  in-4.  12  fr. 

——MUSÉUM  DE  LA  JEUNESSE,  ou  Tableau  historique  des  Sciences  çt  des 
Arts;  Ouvrage  orné  de  gravures  coloriées,  représentant  ce  qu’il  y a de  plus  in- 
téressant sur  l’Astronomie,  la  Géologie,  la  Météorologie,  la  Géogrnpfiie , les 
trois  règnes  de  la  Nature,  les  Mathématiques,  la  Mécanique,  la  Physique,  etc. , 
un  gros  vol.  in-4* , renfermant  24  livraisons,  1812.  80  fr. 

GUYOT.  Récréations  de  Mathématiques,  nouvclje  édition,  3 vol.  in-8.,  avec 
100  figures.  18  fr. 

HACHETTE,  cx-Professenr  à l’Ecole  Polytechnique.  PROGRAMME  D’UN 
COURS  DE  PHYSIQUE,  ou  Précis  des  Leçons  sur  les  principaux  phénomènes 
de  la  nature,  et  sur  quelques  applications  des  Mathématiques  à la  Physique,  in-8., 
1800.  5 fr  5o  c. 

— ■ Traité  des  Surfaces  du  second  degré , in-8. , i8i3.  4 ^r*  5°  c* 

- Traité  élémentaire  des  Machines , 1 vol.  in-4.,  avcc  Q8pl. , 1811.  20  fr. 

— Correspondance  sur  C Ecole  Polytechnique , premier  volume,  contenant  10 

Numéros,  in-8-  12  fr. 

— - Idem,  tome  II,  comprenant  cinq  Numéros,  avec  pl.  12  fr. 

— Idem , tonie  III,  comprenant  trois  Numéros , avec  pl.  12  fr. 

On  vend  séparément  chaque  Numéro  et  chaque  Volume, 

HASSENFRATZ.  Cours  de  Physique  céleste , seconde  édition,  avec  29  plane. , 
1 vol.  in-8.  7 fr.  5oc. 

HATCHF.TT,  Membre  de  la  Société  royale  .le  Londres.  EXPÉRIENCES  NOU- 
VELLES ET  OBSERVATIONS  SUR  LES  DIFFERENS  ALLIAGES  DE 

L’OR, leur  pesanteur  spécifique,  etc.,  traduites  de  l’anglais  par  Lcrat,  Contrôleur 
du  monnoyage  à Paris,  avec  des  Notes  par  Guvtor.-Morveau , etc. , in-.j.  gfr. 
HA  U Y,  Membre  de  l’Institut  et  de  la  Légion-d’nonneur.  Traité  élémentaire  da 
Phrtiaite,  i vol.  in-8. . pap.  vélin  ( le  papier  ordinaire  est  épuisé).  33  fr. 

TABLEAU  COMPARATIF  DES  RESULTATS  DE  LA  CRISTALLO- 
GRAPHIE et  de  l’Analyse  chimique,  relativement  II  ia  classification  des  Miné- 
raux , vol.  in-8.  5 fr,  5o  c. 
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HAUY.  Traité  de  Minéralocie , 4 vol.  ih4-  et  alla».  GG  fr . 

i^TOIRE  MS^SECTES  N^IUSIBLES  ET*  UTILES  A L’HOMME  , aux 

filiaux!* IWulture,  au  jardinage  et  aax  art*,  avec  la  méthode  de  détruire 
les  nuisibles  et  (le  multiplier  les  utiles,  cinquième  edit. , 3 vol.  in-t2.  4 fr. 

HISTOIRE  DES  PRISONS  DE  PARIS  et  des  Dcj»rt*mena  contenante ries  Mc. 

* in  ni  res  rare!  et  précieux  ; le  tou  t pour  servir!.  l’Histoire  de  la  Révolution  française , 
Ouvrage  dédié  n tous  ceux  qui  ont  été  détenus  comme  suspects,  .(  vol.  ln-ij 

HOM  ASSFL^  Elève  gagnant  maîtrise,  et  ex-Chcf  des  Teintures  de  la  Manufacture 

m?ali  A*  (iobelb,g  êÔuRS  THÉORIQUE  ET  PRATIQUE  SUR  L’ART 
DE  LA  TEINTURE  EN  LAINE,  soie,  fil,  coton,  fabrique  il  indienne  en 
gr-md  et  petit  teint , suivi  de  l’An  du  Teinturier-Dégraisteur  et  du  Blanchisseur, 
avec  le»  expériences  faites  sur  les  végétaux  colorans , revu  et  augmenté  par  Bouillon- 
Lagrange  Professeur  et  auteur  d’un  Cours  de  Chimie,  i vol.  ia-8.,  noiiv.  édit.  5fr. 

( Cet  Ouvrage  est  le  plus  pratique  et  le  meilleur  qui  ait  encore  paru  sur  la 

JaNTET?  Traité  élémentaire  de  Mécanique,  in-8.  6 fr. 

JANVIER.  (Antid e)  Manuel  Chronométrique , ou  précis  derequi  concerne  le 
Tems,  scs  divisions  , scs  mesures,  leurs  usages  ,in-i8. , lig.,  lOiû.  3 fr. 

Essai  sur  les  Horloges  publiques , etc.,  in-8.  3 fr. 

JOURNAL  DE  L’ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  par  MM.  Lagrange,  Laplace, 
Monge  Prony,  Fnurcroy,  Berthollet,  Vauquelm,  Lacroix,  Hachette,  Péisson, 
Sgauzin , Guyion-Morvcau , Barruel,  Legendre,  Haijy,  Malus. 

_ La  Collection  jusqu’. H la  fin  de  i8î6  contient  seize  Cahiers  in  4.  renferme* 

en  quinze,  avec  des  planches;  elle  comprend  les  Ier,  aei  3e,  4e»  5e,  6*,  -e,  fis, 
10e,  ne,  me,  i3e,  14e,  15',  i6«  et  17e  Cahiers.  çfi  fr. 

Chaque  Cahier  séparé  se  vend , 6 ,r- 

— Excepte  les  14e  et  17e  Cahiers,  qu’on  rend,  9 “• 

Et  le  iüe  7 

Nota.  Il  n’existe  pas  de  qe  Cahier  ; on  prend  la  Théorie  des  Fonctions  analy- 

jSÜURNALKDE  P^YS^QUE  ,"l?É  CHIMIE , D’HISTOIRE  NATURELLE  et 
desArts,  83  vol.  in-4-,  avecpl.,  etn.(VoX-  Il  la  fin  du  Catalogue.  ) looofr. 

KRAMP,  Professeur  de  Mathématiques.  Elément  d'Anlhmettique  universelle, 
in-8--,  1808.  "•  f' 

Elémens  de  Géométrie,,  in-8.  ' 

LAC  AILLE.  LEÇONS  ELEMENTAIRES  DE  T^IHEMATIOUFS,  aug- 

4 M.  LABEY,  Professeur  de  Mathcma- 

viage 

- fig> 
6 fr.  5o  c. 


Aln'ULbri.  IjH  .Ulio 

montées  par  MA  nlE , avec  des  Notes  pur  M.  ";*“"*»*  • — - *r *•* 

tiques,  et  cx-Examinateur  des  Candidats  pour  1 Ecole  Polytechnique;  Ou 
adopté  par  l’Université  pour  l’enseignement  dans  les  Lycées,  etc*.,  in-8. , 

rt  1 4 rï  Fr. 


ai 

iSiî 


LAC  AILLE.  Leçons  d'Optique,  augmentées  d’un  Traité  de  Perspective,  in-8., 
seconde  édit. * 1801.'  _ . . _ V *,r' 

LACOUDRAYE.  Théorie  des  Vents  et  des  Ondes  m-8.  4 fr. 

ï ACROIN  Membre  de  l’Institut  et  de  la  Légion-d’Honneur,  J’rotessenran  College 
nival  de  France,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATHEMATIQUES  à l’usage 
de" l’Ecole  centrale  des  Quatre  Nations;  Ouvrage  adopté  parle  Gouvernement  pour 
les  Lycées,  Ecoles  secondaires,  Colleges , etc. , 9 vol.  ui-8.  3o  fr.  Doc. 

Chaque  volume  se  vend  séparément,  savoir  : „ ...  _ _ 

TRAITE  ELEMENTAIRE  D’ARITHMETIQUE,  i3e  edit.,  i8i3.  2 fr. 

ELEMENS  D’ALGÈBRE,  1 réédition,  i8i5.  4fr. 

-ÉLEMENS  DF.  GÉOMÉTRIE , 10e  édit.,  181 4.  4 fr. 

TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DE  TRIGONOMETRIE  RECTILIGNE  ET 

SPHERIOUE,  et  d’Application  d’Algèbre  à la  Géométrie,  C»  edit.,  i8i3.  4 fr. 

COMPLÉMENT  DES  ELÉMENS  D’ALGEBRE.  3'  cdnion.  4 fr 

COMPLÉMENT  DES  ELÉMENS  DE  GEOMETRIE,  ou  Elémens  d« 

Géométrie  descriptive  , 4e  édit.,  181a.  . _3  fr. 

TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL  et  de  Calcul 

intégral,  x®  édit. , 1816.  . ïfr\.c’ 

ESSAIS  SUR  L'ENSEIGNEMENT  en  généra),  et  sur  celui  des  Mathema- 

tiques  eu  particulier,  ou  Manière  d’étudier  et  d’enseigner  les  Mathématiques, 

—TRAITÉ’  ÉLÉMENTAIRE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS,  in-8., 

1816.  . , , t j *r: 

Ce  Cours  de  Mathématiques , le  plus  complet  qui  existe , est  généralement  adopte 

’ —trait!1' C(?Mp2eX  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL, 


( 1°  ) 

**  édition,  revue  et  considérablement  augmentée,  tome  I et  II,  m-4.  4 A0  fr. 
Le  tome  XI,  qui  vient  tle  paraître  , se  vend  séparément , 3o 

INota.  Il  reste  encore  des  exemplaires  du  troisième  volume  de  la  première  édition 
de  cet  Ouvrage,  contenant  un  Traite  ries  Différences  et  des  Stries,  e»  qui  peut 
compléter  ledit  Ouvrage,  en  attendant  que  la  seconde  édition  de  ce  troisième  volume 
soit  imprimée;  il  se  vend  séparément,  ' ,5  pr. 

LA(  .RANGE  , Membre  de  l’institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  France  etc# 
MECANIQUE  ANALYTIQUE,  nouv.  édit.,  revue  et considérablement’ aug- 
mentée par  l’Auteur,  a- vol.  in-4. , 1811  et  i8i/>  3(j  FL 

—THÉORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES,  contenant  les  principes 
du  Calcul  différentiel,  dégagés  de  imite  considération  d’infini  ment  petits,  rfeva- 


DE  LA  RESOLUTION  DES  EQUATIONS  NUMÉRIQUES  de  tous  le* 

degrés,  avec  des  Notes  sur  plusieurs  points  rie  lu  théorie  des  Equations  algébriques, 
m 4-,  1808,  nouvelle  édition , revue,  corrigée. et  considérablement  augmentée; 
Ouvrage  adopté  par  l’ Université  pour  l'enseignement  dans  les  Lycées.  ° j 2 IV. 

LAGJüVE.  MANUEL  DE  TRIGONOMETRIE  PRATIQUE,  revu  par  les 

Professeurs  du  Cadastre,  MM.  Reynaud,  Haros,  Plausol  et  Bozon,  et  augmenté 
des  t ables  des  Logarithmes  à l’usage  ries  Ingénieurs  du  Cadastre,  1 v.  iu-8.  7 fr. 

LA  HARPE,  Mélanie , on  la  Religieuse,  in-18.  •'  1 fr.  5o  c. 

LALANDE.  TABLES  DÉS  LOGARITHMES  pour  l«s  nombres  et  les  sinus,  etc.  , 
revues  par  M.  REYNALD,  Examinateur  des  Candidats  de  l’Ecole  Polytechnique, 
précédées  de  la  Trigonométrie  analytique,  par  le  niéine  , 1 vol.  in-18.  2 fr.  5o  c. 

*“  Abrégé  de  Navigation  historique  , théorique  et  pratique,  avec  des  Tables 
horaires  pour  connaître  le  temps  vini  par  la  hauteur  du*  soleil  et  des  étoiles  dans 
tous  les  temps  de  l’année,  etc.,  in-i*  3.4  fr. 

HISTOIRE  CÉLESTE  FRANÇAISE,  in  /,.  ,g  fr# 

- — BIBLIOGRAPHIE  ASTRONOMIQUE,  in-4.  3o fr. 

LANGUE  l -D  U FRESNOY.  Principes  de  Viiistoire , pour  l'éducation  de  la  jeu- 
nesse, etc.  Amsterdam,  1760,  6 voL  petit  iu-8.  3a  fr. 

LANS  et  BETANCOURT.  Rasai  sur  la  composition  des  Machines , in-4. , avec 
lanlunch.,  1808.  13  fr. 

L.4 PLACE,  Pair  de  France,  Grand-Officier  de  la  Légion-d’Honneur,  Membre  de 
l’Institut  et  .du  Bureau  des  Longitudes  de  France,  etc.  TRAITÉ  DE  ME  CA- 
NIQUE  CELESTE,  ^ vd.  in-4.,  avec  trois  Supplémens.  6Gfr. 

— Le  quatrième  volume  de  cet  Ouvrage,  qui  contient  de  plus  la  Théorie  de 

l’Action  capillaire  et  un  Supplément  faisant  suite  au  dixième  livre  de  la  Méca- 
nique céleste,  sc  vend  séparément.  31  fr. 

— Chaque  Supplément  'séparément.  3 fr.  5o  c. 

EXPOSITION  DU  SYSTÈME  DU  MONDE,  quatrième  édition,  revue 

cl  augment. , in-4-,  i8i3,  avec  le  portrait  de  T Al  leur.  i5  fr. 

— — Le  meme  Ouvrage , 2 vol.  in-8. , sans  portrait.  13  fr. 

THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS , in  -4-,  seconde  edit., 

1814,  avec  un  Supplément  imprime  en  1816.  20  fr 

ESSAI  PHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PROBABILITÉS,  troisième  edit., 

in -S  , 1816.  3 fr 

LAROCUEFOUCAULT-  LIAIS (JOL’RT.  Yoj  âge  dans  les  Etats-Unis  d’Amé- 
ritjnc,  faits  en  icçjS,  96,  09,  8 vql.  in-8.  , 3o  fr. 

LASSALE.  HYDROGRAPHIE  DEMONTREE  et  applirj  née  k toutes  les  partie* 
du  pilotage,  a l’usage  des  Élèves  ou  Aspirans  de  la  Marine  militaire  ou  mar- 
chande, in-8.  6 fr. 

LAS  LITE.  Klêmens  d‘ 'Arithmétique , in-8.  a fr.  5o  c. 

LAVIROTTE.  Découvertes  philosophiques  de  Newton,  in-4*  13  fr. 

LE!  ' EVRE . Ingenjeur-Géoniètre  en  chef  du  de parlement  d’Ille-et-Villaiue.  NOU- 
VEAU TRAITE  GEOMETRIQUE  DE  L ARPENTAGE,  à Pusagc  des  per- 

1 ’ vellcment, 

mfr. 

l’Arpentage  et  le  plus  complet  qui  ait  en- 
core paru. 

LEIflANÇOIS.  ESSAIS  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  seconde  édit., 


i iwui  là  oc.v/LUEsj.m^uL  1.7 il  ,1-*  x\ i \ i x.j.1  j.  vir. , a i usage  lies 
sonnes  qui  fie  destinent  k la  mesure  des  terrains  et  au  lève  des  plans  et  nivellent 
troisième  edit. , revue  et  augmentée,  2 vol.  in-8. , 1811 , avec  a5  plane.  1 
C’est  sans  contredit  le  meilleur  Traité  d’Arpentage  et  le  plus  complet  qui  ait 


revue  et  augmentée,  1 vol.  in-8. 


2 fr.  5o  c. 


LEGENDRE  , Membre  de  l’Institut  et  de  la  Légion-d’Honnenr.  ESSAI  SUR  LA 
THEORIE  DES  NOMBRES,  deuxième  edit.,  revue  et  considérablcmpnt  aug- 
mentée, 1 vol  in-4.,  avec  le  Supplément  imprimé  en  lÔiG*  21  fr. 

• Le  Si/pplémcnt  se  vend  séparément*  3 
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LFGFNDRF.  JVoiweïlè  méthode  pour  lu  dcwrmînflliflfl.tîw  Orbites  des  Com H(% 
avec  un  Supplément  contenant  divers  perfeciionnemèns  de  ces  méthodes,  et 
leur  application  aux  deux  Comptes  do  i8o5,  1806,  in*4-  6 fr. 

— Exercices  de  Calcul  integra!  sur  divers  ordres  de  Transcendantes  et  sur  les 

Quadratures,  avec  quatre  Supp.i  m«*ns , in-^.  4^  fr« 

— Les  quatre  Suppiéiuens.imprinu  s en  t8i5ct  1816,  se  vendent  séparément,  afi  fr. 

—•  E'emens  de  Gram  trie , îm—8.  6 fr, 

LKGENDRE  (Arithméticien).  V Art t h mètufiie  en  sa  perfection,  mise  en  pratiqua 
. selon  l'usage  des  Financiers,  Banqnieis,  de.,  1 vol.  m-ia,  tHufi.  3 fr. 

TV  ôta.  Cet  Ouvrage  n'est  pas  du  meme  auteur  que  les  procédons. 

LEIBNITZ,  ()pcra , fi  vol.  in-^.  > 71  fr. 

Le  jMierpe.  Les  Fastes,  ou  les  U sages  de  Fanncîc,  Poème  en  îfi  chants , m 8.  4 

LEONARD  DK  VINCI.  Essai  sur  se»  Ouvrages  Physico-Malhrniatiques , avec 
des  fr.gTnens  tires  de  scs  manuscrits  apporte*  d’Italie,  par  J. -R.  Yenturi,  Pro- 
fesseur de  Physique  à Modèue.  in- 1.  2 fr.  5o  c. 

LEPALTK,  Ilot  loger  du  Roi.  TRAITE  D'HORLOGERIE,  eonteuant  tout  c© 
qui  est  necessaire  pour  hier»  connaître  et  pour  ngler  lès  Pendules  et  les  Momies, 
la  description  tics  pièces  d'Horlogerie  les  plus  utiles,  etc.,  volume  in*4  , avec 
17  planches,  1 7G7  l\  fr. 

LEPiLEUR-D'ÀPLIGN Y.  L'Art  de  la  Teinture  des  fils  et  étoffes  de  coton, 
in-12.  1 fr.  80  c. 

LIRFS,  Professeur  de  Physique  nu  Lvcéc  Charlemagne,  ?»  Paris,  etc.  HISTOIRE 
PHILOSOPHIQUE  DES  PROGRÈS  DE  LA  PHYSIQUE,  4 vol.  in-8. , 

i.il  1 et  1814.  20  f«*. 

— Le  atiamèmc  volume,  qui  vient  de  paraître,  se  vend  séparément.  5 fr. 

TRAITÉ  COMPLET  ET  ÉLÉMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  second# 

édition,  revue,  corrigée  et  considérablement  augmente©,  3 vol.  m-8.  avec  lig., 
i8i3.  ‘ 18  fr. 

Nota.  Tons  les  Journaux  et  les  Sa  vans  en  général  ont  fait  le  pins  grand  cloge  de 
ces  deux  Ouvrages. 

LIDONNE.  Tables  de.  tous  les  Divisent*  tics  nombres  calculés  depuis  un  jnaqn'à 
cent  deux  mille,  in-8.,  î8o8.  * fi  fr. 

MAINE-BIRAN.  INFLUENCE  DE  L’HABITUDE  sur  la  faculté  de  penser  ; 
on'  rage  qui  a remporté  le  prix  sur  cette  question  pto|K>sée  parla  Classe  des  Sciences 
morales  et  politiques  de  l'Institut  national  : Dtierminer  quelle  est  l'influence  de 
l'habitude  sur  la  faculté  de  penser,  oit,  en  d’autres  termes,  faire  voir  l'effet  que 
produit , sur  chacune  de  nos  facultés  intellectuelles,  la  frequente  répétition  des 
memes  opérations , i vol.  in-S.  5 fr. 

MAIRE  et  BOSCOV1SCH.  E’oyage  astronomique  et  géographique,  in^*  12  fr. 
MAN! LIES.  Astronomieon , lihri  quoique,  édit.  Pingre,  a vol.  iu-8.  «2  fr. 

MARCHAND.  Voyagent  te.  (Voyez.  FLELRIEt). 

MARÉCHAL  (le)  «lè  miche,  qui  apprend  comment  il  faut  traiter  nn  Cheval  cil 
voyage,  et  quels  sont  h s acciduns  ordinaires  qui  peuvent  lui  arriver  en  route,  etc., 
in-i# , avec  iiuares.  a fr.  5o  c. 

MASCHEROM.  Géométrie  du  Çornpas , in-8.  7 fr. 

PROBLÈMES  1)E  GEOMETRIE  résolus  de  différentes  manières,  traduit 

de  Fitalicn  ,,  vol.  in-8.  / 3 fr. 

MA  U DRU.  ELÈMENS  RAISONNÉS  DE  LA  LANGUE  RUSSE,  ou  prin- 
cipe* généraux  de  la  Grammaire  appliqué-  à ht  Langn>*  russe,  2 vol.  in-8.  11  fr. 

w ■ Nouveau  Système  de  Lecture , a 'ol.  in-8.  et  atlas.  9 fr. 

- E lé  mens  raisonnés  de  Lecture , à T usage  des  Écoles  primaires  , in-8.,  figures. 

1 fr.  5q  c. 

MAUDUIT.  Introduction  aux  Sections  coniques  , pour  servir  de  suite,  aux  Elé- 
niens  de  Géométrie  deM.  Riva  ni,  in-8  (et  auti  es  Ouvrages  dn  meme  Auteur.)  3 fr. 
MEMOIRE  sur  la  Trigonométrie  sphérique,  et  son  application  h la  confire  lion  des 
Cartes  marines  et  géographiques,  pur  un  Officier  de  l’Etat  major  de  l'Armée  du 
Rhin.  1 fr. 

MÉMOIRES  de  l’Institut  de  France.  (Collection  complète). 

M1LLOT.  Tableau  de  l’ilistoire  romaine  ; Ouvrage  posthume,  orne*  de  48  figures 
qui  en  représentent  les  traits  les  plus  intéressans , un  vol.  in-folio,  papier  vélin , 
figures  avant  la  lettre , cartonné.  36  fr. 

MISSIKSSY  , Vice-Amiral.  Installation  des  T aisseaux , in-q-,  figures.  31  fr. 
— — Arrimage  des  Cuisseaux , in- 4".,  fig-  21  fr. 

MOLLET.  GNOMON1QUE  GRAPHIQUE,  ou  Méthode  élémentaire  de  TRA- 
CER LES  CADRANS  SOLAIRES  sur  toutes  soi  tes  de  plans  , sans  aucun  calcul, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  et  du  compas,  in-8.,  i8i5.  avec  nlauch. , 
* i fr.  80  c. 

-Etudes  du  Ciel  j du  Connaissance  de#  phénomène#  astronomiques  f iu-S.  6 fr. 
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MONGE,  Sénateur.  TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  STATIQUE,  à l'nsagu 

des  Ecoles  de  la  Marine  , in-8. , cinquième  édition,  rcrue  par  M.  Hachette,  Ins- 
tituteur de  l'Ecole  Polytechnique , 1810;  Ouvrage  adopté  par  l’Université,  pour 
renseignement  dans  les  Lycées.  3 fr.  a5  c. 

APPLICATION  DE  L’ANALYSE  A LA  GÉOMÉTRIE,  à l’usage  de  l’E- 
cole polytechnique,  in-f.,  quatrième  édition,  i8o<).  ifi  fr.  5o  c. 

— — GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE,  Leçons  données  aux  Ecoles  Normales,  nouy. 
édit.,  avec  un  SL PPLÉMENT  par  M.  Hachette,  in-4* , 1811 , 35  pl.  t5  fr. 
— Le  Supplément  à la  Géométrie  descriptive,  par  M.  Hachette  , 1 vol.  in»4*,  avec 
1 ' ' ' ' 6 fr. 


il  planches,  se  vend  séparément, 
— — Description  dm  C Art  de  fabriq 
înMnn  ...„Â 


riauer  tes  Canons  , in-4*  fig*  24  fr* 

MONRO.  ‘Traite  d’Ostêologie,  traduit  de  l'anglais,  a vol.  grand  in-folio,  car- 
tonnés. 4°  fr* 

JMONROY.  Architecture  pratique  , in-8.  5 fr. 

MONTEÏRO-DA-ROCHA , Commandeur  de  l'Ordre  du  Christ , Directeur  de 
l’Observatoire  de  l’Université  de  Coimbrc , etc.  MEMOIRES  SUR  L'ASTRO- 
NOMIE PRATIQUE,  trad.  du  portugais,  put  M-  de  Mello,  in-4.,  1808.  7 fr.  5o  c. 
MONTUCLA.  HISTOIRE  DfôMATHÉMATHIQLES  , dans  laquelle  on  rend 
compte  de  leurs  progrès  depuis  leur  origine  jusqu'à  nos  jours ; où  l’on  expose  le 
table  an  et  le  développement  des  principales  découvertes  dans  toutes  les  parties  îles 
Mathématiques;  les  contestations  qui  se  sont  élevées  entre  les  Mathématiciens,  et 
les  principaux  traits  de  la  vie  des  plus  célèbres.  Nouvelle  édition,  considérable- 
ment augmentée , et  prolongée  jusqu’à  lYpoquc  actuelle , achevée  et  publiée  par 
Jérôme  de  Lalaode , 4 vol.  in-4*  > avcC  fig*  Go  fr 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  ce  qui  existe  de  plus  complet  jusqu’à  présent  sur  cette  partie. 
MOROGUE.  'lactique  navale , ou  '1  rai  té  des  Evolutions  et  des  Signaux  , in*L 
avec  fiç.  i5  fr. 

MOUSTA LON.  Morale  des  Poètes , où  Pensées  extraites  des  plus  célèbres 
poètes  latins  et  français,  etc.,  in-12,  1816.  3 fr.  5o  c. 

Nécessaire,  fie)  ou  Recueil  complet  de  modèles  de  Lettres,  à l'usage  des  per- 
sonnes des  deux  sexes;  suivi  de  la  Relation  d’un  Voyage  instructif  et  intéressant 
dans  toutes  les  parties  de  l’Europe,  a vol.  in-ia.  4 fr* 

NEVEU.  Cours  théorique  et  pratique  des  Opérations  de  Banque , et  des  nou- 
veaux poids  et  mesures , in  8.  5 fr. 

NEWTON.  Arithmétique  universelle , traduite  en  français  par  M.  Bcaudcux, 
avec  des  Notes  explicatives,  a vol.  in*i.,  14  pl.  * 18  fr. 

Opuscula  mathematica , 3 vol.  in-4.  ' 3G  fr. 

NIEUPORT.  Mélanges  Mathématiques  , a vol.  in-4.  fr. 

Nouvelle  théorie  des  Parallèles . avec  un  Appendice  contenant  la  manière  de 
fïerfec donner  la  Théorie  des  Parallèles  , de  A.  iVl.  Legendre,  in-8.  a fr. 

ŒUVRES  DE  FRÉRET,  de  l’Académie  des  Inscriptions  et  Belles-Lettres,  nou- 
* vellcédit. , où  l’on  a réuni  tous  scs  Ouvrages,  30  vol.  petit  iu-ia.  an  fr. 

ŒUVRES  DE  PLUTARQUE,  traduites  par  M.  Ainiot,  avec  des  Notes  de 
MM.  Brotticr  et  Vauvilliers;  nouvelle  c'dition,  revue,  corrigée  et  augmentée 
de  la  version  de  divers  fragmens  de  Pluturqnc,  par  E.  Clavier,  a5  vol.  in-8., 
ornés  de  figures  en  taille-douce,  et  de  i3G  médaillons  d'après  l’antique,  tao  fr. 
PARISOT.  TRAITÉ  DU  CALCUL  CONJECTURAL,  ou  l'Art  de  raisonner 
sur  les  choses  futures  et  inconnues,  in-4*  > 1810.  i5  fr. 

PAJOT-DES-CHARMES.  L’Art  du  Blanchiment  des  toiles,  fils  et  cotons  de  tous 
genres,  1 vol.  in-8.,  avec  8 planches.  5 fr. 

PERSON.  RECUEIL  DE  MECANIQUE  et  description  des  Machines  relatives 
à l’Agriculture  et  aux  Ans,  etc.,  1 vol.  in-4-  > avcc  *8  planches.  10  fr. 

POISSON,  Membre  de  l'Institut,  Professeur  <fe  Mathématiques  à l’École -Poly- 
technique et  à la  Facqltédes  Scjcnces  de  Paris,  et  Membre  adjoint  du  Bureau  des 
Longitudes.  TRAITÉ  DE  MECANIQUE,  2 vol.  in-&  de  plus  de  5oo  pages 
chacun  , avec  8 planches,  181 1.  la  fr. 

Ce  Traité  de  Mécanique  , le  plus  complet  qui  existe,  a été  adopté  par  l’Ecole  Poly- 
technique pour  l'instruction  des  Elèves.  11  renferme,  en  outre , lesnotions.de  Sia- 
lique élémentaire  qu’on  exige  des  Candidats  qui  se  destinent  pour  ladite  École  ou 
pour  l’École  Normale* 

POMMIÉS.  MANUEL  DE  L’INGENIEUR  DU  CADASTRE,  contenant  les 
connaissances  théoriques  et  pratiques  utiles  aux  Géomètres  en  chefs  et  à leurs  colla- 
borateurs , pour  exécuter  le  levé  general  du  plan  des  communes  du  Royaume , 
conformément  aux  Instructions  du  Ministre  des  Finances,  sur  le  Cadastre  de 
France:  précédé  d’un  Traité  de  Trigonométrie  rectiligne , par  A*  A.  Rcynaud, 
1.  vol.  in-4*,  1808.  1a  fr. 

PORTALIS  fils.  Du  devoir  de  T Historien,  de  bien  considérer  Je  caractère  et  le  génie 
«le  chaque  siècle , en  jugeant  les  grands  hommes  qui  y ont  vécu.  » fr. 


( *3  ) 

POULET-OEÏJSLE,  Professeur  de  Mathématiques  ail  Lycée  h Orléans.  APPLI- 
CATION DE  L’ALGEBRE  A LA  GEOMETRIE , in-8. , 1806.  4 fr.  5o  c. 

RECHERCHES  AR1THMÉTIQU  ES , tra.l.  du  latin  de  Gauss  , in-T  » 8 fr. 

PUISSANT , Çlirfrle Bataillon  au  Corps  royal  des  Ingénieurs-Géographes.  'TRAITÉ 
DE  GEODESIE  , ou  Exposition  des  Méthodes  astronomiques  et  irigonomé  tri- 
ques , appliquées  soit  à la  mesure  de  la  Terre,  soit  h la  confection  du  canevas  des 
Cartes  et  «les  Plans,  1 vol.  in-4. , a*ec  8 planches,  i8o5.  18  fr. 

TRAITE  DE  TOPOGRAPHIE,  D’ARPENTAGE  ET  DE  NIVELLE- 
MENT, avec  deux  Supplénicns  contenant  la  theoiic  de  la  Projection  des  Cartes  , 
in-4.;  Ouvrage  adopte*  par  P Université,  pour  renseignement  «laus  les  Lycées, 
Écoles  secondaires  , etc.  18  lr. 

- Les  «leux  Supplénicns  au  Traite*  de  Topographie,  contenant  la  Théorie  de  la 
Projection  des  Cartes , sc  vendent  séparément , 6 fr. 

RECUEIL  DE  DIVERSES  PROPOSITIONS  DE  GÉOMÉTRIE , résolues 

ou  démontrées  par  l’Analyse,  pour  servir  rie  suite  au  Traité  élémentaire  de  l’ Ap- 
plication de  l’Algèbre  à la  Géométrie  de  Lacroix,  in-8.  2 lr. 

Le  même  ouvrage,  2*  édition,  considérablement  augmentée,  et  précédé  d’un 

PRECIS  SUR  LE  LEVE  DES  PLANS,  in-8.,  180a.  " G fr.  5o  c. 

TRAITE  DE  LA  SPHERE  ET  DU  CALENDRIER  de  Rivard,  7e  édition, 

augmentée  des  Notes  de  M.  Puissant,  in-8. , 1816*.  4 

PUJOULX.  Leçons  (Je  Physique  de  l’Ecole  Polytechnique,  in-8.  5 fr.  5o  c. 

QUARTIER  DÉ  RÉDUCTION  ( nouveau  ) ù l’usage  des  Marins  , augmenté 
d’une  Instruction  abrégée  sut  la  manière  «le  s’en  servir $ grand  Tableau  in-4*  » très 
bien  gravé,  i8l4*  Prix  de  la  douzaine  en  feuilles,  G fr. 

RAMATUEL.  1 actufue  navale  , in-4*  , avec  planch.  3o  fr. 

RAMOND,  Membre  «!e  l’Institut,  etc.  Mémoire  sur  la  formule  barométrique  de 
la  Mécanique  céleste,  et  les  dispositions  «le  l’atmosphère  qui  en  modifient  les  pro- 
priétés , etc. , in-  4* , 1811.  îxfr. 

RAYMOND.  LETTRE  A M.  VILLOTEAU  , touchant  ses  vues  sur  la  possibilité 
et  l’utilité  d’une  théorie  exacte  «les  principes  naturels  de  la  Musique,  etc.  4 fr* 

ESSAI  SUR  LA  DÉTERMINAI  ION  des  bases  physico-mathématiques  de 

l’Art  musical , etc. , in-8.  sfr. 

REBOUL.  Notes  et  Additions  aux  trois  premières  sections  du  Traité  de  Navigation 
de  Bezout , in-8.  # 3 fr. 

Recueil  de  Tables  utiles  à la  Navigation , traduit  de  l’anglais  de  Norie,  par 
Violaine,  in-8,  i8i5.  ...  9 R. 

Religion  (la  ) chrétienne  méditée,  6 vol.  in-tî.  10  fr. 

RESTAUT.  Principes  généraux  et  raisonnes  de  la  Grammaire  française,  omoelle 
édition,  1 gros  vol.  in-12.  . 3 fr.5oc. 

REYNAUD,  Examinateur  dc-s  Candidats  de  l’École  Polytechnique.  COURS  DE 
MATHÉMATIQUES,  comprenant  : 

i°.  ARITHMETIQUE  , G«  édition  , in-8.  2 fr.  5o  c. 

a°.  ALGÈBRE,  1 re  section , 3« édition,  in-8-,  1810.  5 fr. 

3°.  ALGÈBRE , ae  section , in-8.  ,1810.  5 lr. 

4°.  TRIGONOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  précédée  de  la  Théorie  «les  Loga- 
rithmes, et  suivie  des  TABLES  DES  LOGARITHMES  des  Nombres  et  «les 
Lignes  trigonométriques  de  Lalande,  etc. , in-18.  2 fr.  5o  c. 

5®.  Arithmétique  h l’usage  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  in-8.  ^ 5 fr. 

6°.  Manuel  de  V Ingénieur  du  Cadastre , par  MM.  Pommies  et  Reynaud, 

in-4.  , * o 

7°.  Traité  d' Arpentage  «le  Lagrive , avec  les  Notes  de  Reynaud,  in-8.  7 fr. 

Notes  sur  Bezout , par  Reynaud. 

8°.  Arithmétique  de  Bezout , avec  les  Notes  , 8«  édition , in-8  , 181G.  3 fr. 

cj°.  Géométrie  de  Bezout , avec  les  Notes  , ae  édition  , in-8.  , i8i?*  5 fr. 

10".  Algèbre  et  application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie  de  Bezout,  avec  les  Notes, 
in-8.  ,181a.  , 5 fr. 

RIVARD.  TRAITE  DE  LA  SPHERE  ET  DU  CALENDRIER,  septième  édi- 
tion ( faite  sur  la  sixième  donnée  par  M.  «le  Lalande  ) , revue  et  augmentée  de  Notes 
et  Additions,  par  M.  Puissant,  ôflicicr  supérieur  du  Génie,  1 vol.  in-8. , avec  3 
planches  bien  gravées,  1816.  4 R* 

ROSAZ.  Elémens  théoriques  et  pratiques  du  Calcul  des  Changes  étran- 
gers , etc. , 1 vol.  grand  in-8. , 1809.  G fr. 

ROSS  EL.  ( de  ) Calcul  des  Observations  que  Pon  fait  en  mer;  Ouvrage  faisant 
partie /le  la  Navigation  de  Bezout,  le  tout  formant  un  vol.  in-8. , 181 4*  G fr. 

ROY.  Elémens  d' Equitation  militaire , nouvelle  édition,  in- 12.  3 fr.  5o  c. 

'RUELLE.  Opérations  des  Changes  des  principales  plaça»  de  1 Europe,  in-8.  G fr. 
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RUCHE  PYRAMIDALE  (la),  on  Méthode  île  conduire  les  Abeilles  de  manière Jea 
retirer  chaque  année  un  panier  plein  de  cire  ou  de  miel  , outre  au  moins  un  es- 
saim, etc-,  par  Puconedo;,  in-8. . se  édit.' , revue  et  considérablement  anem  3 IV. 
^ACOMBE.  EIÆMENS  DE  LA  SCIENCE  DES  ACCOUCHE  MENS,  avec  un 
Traité  sur  les  Maladies  des  Femmes  et  des  Fintans,  un  fort  vol.  in-8,  avec 
portrait.  5 fr. 

•—  LA  LUCINIADE,  poème  en  dix  chants,  sur  l’Art  des  Aecouchcmens , 
in-ia.  i ir.  5o  c. 

SAINT-MARTIN.  F.CCE  HOMO,  vol.  in-n.  ifr.5oc. 

, LE  NOl  \ EL  HOMME.  (Nous  ne  pouvons  nous  lire  que  dans  Dieu  lui- 

méme,  et  nous  compicndrc  que  dans  sa  propre  splendeur.  Ecce  Huma,  page  19) , 
vol.  in-8.  _ qfr* 

LE  CROCODILE,  ou  la  guerre  du  Bien  et  du  Mal,  arrivée  sous  le  règne 

de  Louis  XV , vol.  in-8.  ...  4 fr. 

SCOPPA,  Employé  extraordinaire  à l’Université,  Membre  de  l’Académie  des  Ar- 
cades, de  celle  fiel  lion  Gvstn  de  Païenne,  et".  LES  VRAIS  PRINCIPES  DE 
JjA  VERSIFICATION,  développé»  par  un  Examen  comparatif  entre  la  Langue 
, italienne  et  la  française. 

On  y examine  et  Ton  v compare  l’accent,  qui  est  la  source  de  l’harmonie  des  vers; 
la  nature,  la  versification  et  la  musique  de  cesilcux  langues.  — On  y fait  voir  l’a- 
nalogie qui  existe  entr’ellcs.  — Un  prop  se  les  règles  pour  composer  des  vers  ly- 
riques, et  h s moyens  d’accélcrer  les  progrès  de  la  Musique  en  F rance,  etc. 

Trois  gros  vol.  in-8. , avec  56  planches  de  Musique  gravée.  a 4 fr. 

— —Le  tome  III , qui  vient  de  paraître^,  contenant  les  56  planches  de  Musique,  se 
vend  séparément,  10  fr. 

Tous  les  journaux , ainsi  que  l’Institut  de  France , ont  fait  le  plus  grand  éloge 
de  cet.  Ouvrage.  . 

1 IVr-riî  ,le  la  Grammaire  italienne,  mis  h la  portée  des  Fnifans  (1e  5 a 6 ans  ; 

Ouv  rage  en  Dialogues,  divisé  en  36 Leçons , etc.,  etc. , in-ta.  1 Ir.  80  c. 

Séances  des  Écoles  Normales,  nouv.  ctlit. , l3  y.  in-8.  et  1 y de  planches.  /|5  fç. 
SERVOIS.  Essai  sur  un  nouveau  mode  d’cxposiliôn  des  Principes  du  Calcul  diffé- 


rentiel, e|e.,  in-4-,  1814. 


a fr.  5o  C. 


augmentés  d’un  Aluégc 

5 Ir. 
a'(  fr. 


SHÂK.SPÈAR’S  ( Will.)  Plays  vrith  the  corrections  and  illustrations  of  varions 
commenta  tors.  To  vvieli  a re  added  notgs  by  Sam.  Jotilison  and  C.  Slccvens 5 
a new  editon  . with  a glqssarial  index , a3  vol.  111-8.  , Basil. , 1800—  180a.  90  fr. 

SIMPSON.  (Thomas J Élémens  <T Analyse  pratique 
ÆArithniétiqite,  in-8. 

SMITH.  Traité  d’Optique,  traduit  de  l’anglais  par  Duval-Lerr.y,  in-4. 

Supplément  audit  '1  railé,  par  le  même,  in-4. 

Cours  complet  d'Optique  , traduit  par  Pe/.cnas  , a voL  in-4-  > ri',ll,,s- 

SÜLLAS.  La  levée  des  Plans  et  l’Aqicntage  rendus  faciles,  !i  l’usage  des  Ar- 
penteurs , 1 vol.  in-18.,  avec  plancli.  3 fr. 

SOULET.  llarrcme  des  Arbitrages  et  de$  Changes . in-8.  6 fr. 

SPIESS.  ESSAI  DK  RECHERCHES  ELEMENTAIRES  SUR  LES  PRE- 
MIERS PRINCIPES  DE  LA  RAISON  , in-8.,  1809.  ,4[r. 

STAINVIL.LE , R épétitour  ?i  l’École  Polytechnique,  ci.  MKLANGFS  D ANA- 
LYSE GÉOMÉTRIQUE  ET  ALGEBRIQLE,  1 gros  vol.  in-8.,  avec  8 plan- 
rhrs  . l8i5. 


10  fr. 
ifr. 


7 fr.  :>o  c. 


QUÉS;  Ouvrage  destiné  à servir  de  guide  aux  jeunes  gens  , h ceux  suit  >tii  qui 
renient  approfondir  celle  Science,  ou  qui  aspirent  à èin*  admis  1 1 l’Eo  le  Normale 
ou  à PEcole  Polytechnique,  3 gros  vol  in-8. , a\ec  ligures.  ir.  oo  c. 

Chaque  volume  se  vend  séparément . s.avoir  : , 

Première  partie,  PRECEPTES  GE > ER AUX  et  ARITHMETIQUE,  ae  édi- 
tion, considérablement  augmentée  , in-8.  h “• 

— — Seconde  partie , ALÇÈP>RE , in  8.  nir. 

- Troisième  partie  , GÉOMÉTRIE , in-8.  f*  f**.  joc. 

TABLES  BAROMETRIQUES,  servant  h ramener  h une  température  donnée 
1rs  hauteurs  du  baromètre  observées  à une  température  quelconque  , broeb.  m-8.,  • 
1812  * 1 fr. 

TF  DE  NAT , Proviseur  du  Lycée  de  TSismes.  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES 
J - » ^ fr. 

algèbre:  a 

LA  GÉOMÉTRIE,  et  Calcul»  différentiel  et  imégnü , a vol.  in-8.  8 H. 


TFDENAT , Proviseur  du  Lycée  de  INumes.  .LLÇOJNÏ*  LLL,  ' 
D’ARITHMÉTIQUF,  ET  D’ALGÈBRE , in-8. 

LEÇONS  ELEMENTAIRES  DE  GEOMETRIE: , in-8. 

LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  D’APPLlCATlwN  DE  L'A 

V . /V  m <t  i I-  1-ff- . ' 1 I « ...si  i,.  Jî 


\ 


Digitized  by  Google  i 

— -,c-  4 


THÉVENARD,  Vice-Amiral.  Mémoires  re  'ni  ifs  h fa  Mariné , 4 v-  gr.  in-8.  3o  fr, 

THEVENEAU.  COURS  D’ARITHMÉTIQUE  àl’usagedes  Ecoles  centrales  el 
du  Commerce,  in-8.  , 3 fr. 

THIOUT  aîné,  maître  Horloger  à Paris.  TRAITE  D’IIORLOGERÏE  THEO* 
RI  QUE  ET  PRATIQUE  , approuvé  par  P Académie  royale  de*  Sciences,  ? vol. 
in- cj.  , avec  91  .planches,  17.41.  ^ 38  fr» 

TRIBiCANO.  Etémcns  de  Fortification  , 1 vol.  in-8.  i5  IV. 

Arithmétique , in-S.  5 fr- 

Trisection  ( la  ) et  la  multiseclion  de  l’Arc  pour  la  règle  et  le  compas  seulement  , 
par  P. , in-8.  ^ 1 IV. 

V Aï. MON  l DE  ROMARE.  Dictionnaire  raisonné  universel  d' Histoire  net  tu a 
relie  , i5  vol.  in-8.,  nouvelle  édition.  60  fr. 

VAUC11ER.  Histoire  des  Cnn  ferves  d'eau  douce , in-}. , avec  lig.  • ia  fr. 

"VEGA.  Tabules logarithniico-'trigonomntricœ,  1 vol.  in-8.  33  fr. 

- — Thésaurus  et  Logarithmnrum  completus  , in-fol.  fin  fr. 

VI EL.  Des  fondemens  des  Bdfimens  nub’trs  e.  particuliers , in-3.  a fr.  5o  c. 

VIOLAINE  RECUEIL  DE  TABLES  UTILES  A LA  NAVIGATION, 

doit  de  l’anglais  de  Jouit  William  Noiwe.  Professent  d’Hydrograplih  à Londres  $ 
précédé  d’un  Abrégé  de  Navigation  punique,  contenant  ce  qui  est  necessaire  et  in- 
dispensable h toutes  les  dusse.*,  de  M tint  . enrichi  <lc  plus,  d’un  Vocabulaire  dea 
terme»  les  plus  usités  dans  la  M oine;  le  tout  extrait  des  meilleurs  Aq^trnrs  français, 
anglais,  espagnols , etc.  ; recueilli,  mis  en  ordre, et  augmenté  de  rcinaïqucs  cl  ob- 
servations nouvelles,  par  P. -A.  \ 1 laine  , cx-Couim  ssaire  de  Marine,  Professeur 
de  Mathématiques  el  de  Navigation , etc.  ; 1 vol.  in-8. , très  bien  imprimé , beau 
Papier,  18 15.  9 fr. 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  extrêmement  utile  ponr  les  Marins. 

VüIRON.  HISTOIRE  DE  L' ASTRONOMIE  depuis  1781  jusqu’à  1811,  pour 
servir  de  suite  à l’Histoire  de  rAstronouiie  de  Bailly,  iu  .}. , ton.  1*2  fr. 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  indispensable  aux  pei saunes  qui  possèdent  les  5 vol.  de 

l’Astronomie  de  Bailly. 

VOLN.EV  , Pair  de  fiance , Membre  d-  l'Institut , etc.  VOYAGE  EN  SYRIF.  ET 
EN  ÉGYPTE  pendant  les  innées  1783,  8}.  85;  4e  ‘•'dit. , 2 vol.  in-8. , 1807.  12  fr. 

LES  RUINES,  ou  Méditation  sur  les  Révolu ti  >ns  des  Empires,  5«  édition, 

revue  et  augmentée  par  l’Atileur , t vol.  in-8.  . belle  édition  , 1817.  G fr. 

LEÇONS  D’HISTOIRE  prononcées  à l'École  Normale  en  l’an  III  de  la  Ré- 
publique française;  Ouvrage  élémentaire,  contenant  des  vues  neuves  sur  la  natura 
de  J’Ilistoirc,  etc. , accompagné  de  Notes,  et  de  trois  plans  relatifs  à l’art  de  cons- 
truire les  salles  d’as  sembler  s publiques  et  délibérantes , t vol.  in-8. , nouvelle  édi- 
tion, 1810.  , 4 fr. 

Tableau  dn  climat  du  sol  des  Etats-Unis  d’Amériqne,  a vol.  in-8.  9 fr. 

— Simpblication  des  Langues  orientales,  ou  méthode  facile  d’apprendre  les  Lan- 
gues arabe  , persane  et  turque,  h -8.  5 fr. 

— Recherches  nouvelle*  sur  l’Histoire  ancienne,  3 vol.  in-8. , i8l5.  i5  fr. 

Questions  de  Statistique  à l'usage  des  Voyageurs  , in-8. , i8i3.  70  c. 

La  Loi  naturelle,  ou  Catéchisme  du  Citoyen  français,  1 vol.  in-18.  1 fr.  a5c. 

Voyages  du  Professeur  PalJas,  8 vol.  in-8.  et  atlas.  * Go  fr* 

VU1LLIER.  Arithmétique  découverte  par  uu  Enfant  de  dix  ans , ou  manière  d’en- 
seigner l’Arithmétique  aux  En  fa  11s,  in-8.  4 fr- 

WRONSKI , Oflii  irr  supérieur  au  service  de  Russie.  Introduction  h la  Philo - 
sophic  des  Mathématiques , et  Tech  nie  de  l’AIgorithmie , in-.j. , 1811.  i5  fr. 


Parmi  les  Ouvrages  anciens  ou  rares  qui  ‘e  trouvent  en  petit  nombre  à ma 
Librairie  mathématique,  on  distingue  particulièrement  les  «ni vans  : les  Ouvrages 
mathématiques  ôll.uler , Dule/nbert , J\ewlon  , Descartes  , Bernoulli  , 
Kepler  y Tichn  , Fermât,  Leibnitz , Galilée , Papous,  Huygens , Ptete^ 
Jîoscovich  , Afiticsi,  If  'allis , Wolf,  Sçravesanac  , Cramer , Cassiai , 
Neper , Mer  senne , Cavalerius , Ptolémée  , Kircker , Taylor  , Sim  ns  on  , 
Saunderson  , Emerson,  etc.,  etc.  ; diverses  éditions  tYÉuclide,  de  Diophante  , 
à*  Archimède , d’ Appnlfanius.  — Les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences 
de  Paris,  Berlin,  Pétersbours , Turin,  les  Mémoires  de  iTiulitut,  les  Tiaur 
factious  philosophiques  de  Londres  , etc. 
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JOURNAL  DE  PHYSIQUE,  DE  CHIMIE,  D’HISTOIRE  NATURELLE 
EX  DES  ARTS,  avec  des  planches  en  taille-douce  ; rédigé  par  J.-C.  Delamétherie, 
Professeur  au  College  de  France  ; Ouvrage  périodique  qui  paraît  tous  les  mois 
par  cahier  de  dix  feuilles  d'impression , format  in-4. , ce  qui  forme  deux  volumes 
par  an. 

Prix  de  l’abonnement  pour  Paris,  27  fr.  pour  un  an  , 33  fr.  pour  les  departemens  , 
Ct  39  fr.  pour  l’etranger. 

O11  peut  se  procurer  des  Collections  complètes , des  volumes , et  même  des  Numéros 
séparés  dudit  Journal  de  Physique. 

Il  a paru  jusqu’à  ce  jour  83  volumes  de  cet  important  Ouvrage , qui  renferme 
la  plus  grande  partie  des  Mémoires  curieux  et  intéressans  qui  ont  été  publiés  depuis 
vingt>cinq  ans,  sur  Ja  Physique,  la  Chimie,  l’Histoire  naturelle  et  les  Arts,  etc. 
Le  prix  de  chaque  volume  , contenant  six  mois,  est  de  14  fr. 

ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  ET  APPLIQUÉES,  rédigée, 
par  M.-J.-D.  Gergonne,  Professeur  au  Lycée  de  Nismes , etc.j  Ouvrage  pério- 
dique, qui  paraît  tous  les  mois , par  Cahier  de  4 à 5 feuilles  d’impression,  in-4°. 
Il  a para  jusqu’à  ce  jour  six  volumes  de  cet  Ouvrage,  qui  renferme  beaucoup  de 
Mémoires  curieux  sur  les  Sciences  Physiques  et  Mathématiques. 

Prix  des  six  volumes,  108  fr. 

Chaque  volume  séparé , 18  fr. 

Le  prix  de  l'abonnement  annuel  est  de  21  fr.  pour  toute  l’étendue  delà  France, 
et  de  24  fr.  pour  l’etranger  j le  tout  franc  de  port. 


Ouvrages  sous  presse  chez  le  même  Libraire,  pour  paraître  Jin  de 
Juillet  1817. 

HISTOIRE  DE  L’ASTRONOMIE  ANCIENNE,  par  M.  Dclambre,  Membre 
1 de  l'Institut,  Professeur  au  College  de  France,  etc. , a vol.  in-i.  avec  planches. 
VOYAGE  ASTRONOMIQUE  fait  en  Espagne  par  ordre  du  Bureau  des  Lon- 
gitudes de  France,  rédigé  par  MM.  Biot  et  Arago,  Membres  de  l’Institut. 
( Ouvrage  formant  le  tome  IV  de  la  Base  du  Système  métrique  de  M.  Delambre.  ) 
1 vol.  in'4> 


Nota.  On  se  charge  à l’adresse  ci-dessous  de  toutes  les  Impres- 
sions , de  quelle  nature  qu’elles  soient. 
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